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Matematica. —- Gli ovaloidi in uno spazio tridimensionale di 
Galois di ordine 8. N ota di G r a z ia  F e l l e g a r a , p resen ta ta  (*} dal 
Socio B. S e g r e .

INTRODUZIONE. -  Sia Sr?$r uno spazio r-d im ensionale proiettivo  sopra 
un corpo di Galois di ordine q [4]. Diremo con B. Segre che un insieme di 
k  p u n ti di Sr , q  è una ^ -ca lo tta , se m ai tre dei suoi pun ti risu ltano fra loro 
allineati. A ssegnati r  e q, il num ero k, per il quale esistano di fa tto  delle 
yè-calotte, am m ette  un massim o M; chiameremo ovaloidi quelle /è-calotte 
per cui k  raggiunga il suo massimo.

Per
r  =  3 e q >  2

si d im ostra  [3] che

M. =  q* +  I ,

un esempio di (<q2 +  i)-c a lo tta , cioè di ovaloide, essendo dato  d a ll’insieme dei 
p u n ti di una quadrica e llittica  di S3ŝ . Si prova inoltre che, nel caso di q d i
spari, le uniche (,q2 +  i)-c a lo tte  sono le quadriche ellittiche [1], [5].

Nel caso della ca ra tte ris tica  2 lo studiò degli ovaloidi si presenta assai 
diversam ente. B. Segre ha da tem po d im ostrato  che la classe degli ovaloidi 
non coincide con quella delle quadriche ellittiche, costruendo un esempio di 
ovaloide di S3j8 [6]; in seguito, J. T its  ha costruito  negli spazi di ordine 
q == 22m+x una classe di ovaloidi, non quadriche, fra loro p ro iettivam ente 
equivalenti, ciascuno m u ta to  in sé da un gruppo finito semplice di p roietti- 
v ità  d ’ordine q2 (q2  +  0  ( s —  1) [7]. È  poi risu lta to  che l ’esempio di ovalo
ide dato  inizialm ente da Segre nel caso <7 =  8 rien tra  fra quelli di T its [2].

Partendo  da tali premesse, nel presente studio ci siamo proposti di ca
ra tte rizzare  gli ovaloidi appartenen ti a S3j8: abbiam o potu to  stabilire che, 
in ta l daso, tu t t i  gli ovaloidi che non si riducono a quadriche ellittiche sono 
precisam ente del tipo di quelli di Segre-T its.

Per giungere a tale risu lta to  è sta to  necessario usare una calcolatrice 
elettronica. R ingraziam o il C entro Calcoli dell’U niversità  di M ilano per aver 
messo a disposizione il complesso elettronico R em ington USS 90, l’ing. L. Lu- 
nelli che ha elaborato  il d iagram m a logico e la d o tt. L. Gotusso che ne ha 
curato  la program m azione.

§ 1. -  R ichiam iam o, per com odità del lettore, alcune p roprie tà  di cui 
godono gli ovaloidi appartenen ti a uno spazio tridim ensionale di ca ra tte ri
stica 2

(*) Nella seduta del io febbraio 1962.
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I) Ogni ovaloide determ ina una corrispondenza biunivoca tra  p un ti e 
piani, che direm o po larità  essendo di fa tto  una po larità  rispetto  ad un sistem a 
nullo [6].

II) Ogni ovaloide T, che non sia una quadrica, contiene almeno un 
punto  O nucleo di almeno q\2 "+  1 sue coniche p u n ta te  [6].

I I I )  I piani di tali coniche p u n ta te  contengono tu t ti  una certa re tta  
r, tangente in O alPovaloide [6].

IV) I poli dei piani suddetti sono p u n ti d istin ti di r, e la corrispon
denza tra  poli e piani è p ro ie ttiva  [6].

V) Esiste un piano per r  per ciascun punto  del quale (non su r) passa 
una sola re tta  che si appoggi a due qualunque delle coniche sopra ricordate; 
tale piano coincide col piano tangente a T in O [6].

V I) Sia K  una i -c a lo tta  di S3̂ ,  contenuta in un ovaloide T; se

k  >  (g2 +  q +  4)/2 e q >  4 ,

ogni ^ '-c a lo tta  contenente K è con tenu ta in V.
Diam o qui, per chiarezza, la dim ostrazione di questa proprietà, anche 

se del tu tto  analoga [6] ad una d a ta  da B. Segre e re la tiva alle quadriche.
Sia O un pun to  di K ' non appartenen te  a F ; per O passano q +  1 

tangenti alPovaloide e k  tangen ti a K  [6]. Perciò vi sono almeno

k —  ( q + l ) >  (.q2 —  q +  2)/2

corde di V per O, le quali contengono com plessivam ente

q2 —  q +  2

p u n ti di r , m entre le tangen ti a V per O ne contengono q +  1. E ciò è in 
contrasto  col fa tto  che F, essendo un ovaloide, deve contenere esa ttam ente  
q2  +  1 pun ti.

V II) Gli ovaloidi di Segre-T its dello spazio [7] sono in num ero di

( f —  0  0  ( 9 +  i)2 ;

tale num ero si o ttiene subito dividendo quello delle p ro ie ttiv ità  dello spazio 
per bordine dpi gruppo che m uta  ciascun ovaloide in sé.

In  guisa analoga si vede che gli ovaloidi passanti per un punto  asse
gnato  sono in num ero di

( f —  0 ? 4(?2—  1) ;
m en tre  quelli che passano per un dato  pun to  e che hanno ivi un piano tan 
gente assegnato sono in num ero di

(q~—  l ) g*  (q2 —  l) .

§ 2- ~ Sqpra il corpo GF(8) di Galois, definito per esempio aggiun
gendo al campo GF(2), form ato dagli elem enti o e I, una radice k dell’equa- 
zione algebrica irriducibile

& =  k +  r ,
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consideriamo lo spazio S3j8 i cui pun ti abbiano le coordinate omogenee (x , y  , 
z ,t). In S3j8 consideriam o tu tti gli ovaloidi per i quali siano verificate le seguenti 
ipotesi: il pun to  O, di coordinate ( 0 , 0 , 1 ,  o), sia nucleo di almeno cinque 
coniche pun tate ; la re tta  r  di equazioni y  =  t — o sia la tangente comune a 
tali coniche; il piano co di equazione t =  o, che verrà assunto quale « piano 
im proprio », sia il piano tangente agli ovaloidi in O. T ali ovaloidi segheranno, 
per ipotesi, su cinque dei piani del fascio di equazione y  — a{t  (dove a{ è un 
elem ento di GF(8)), cinque coniche p u n ta te  di nucleo O e polo T ( 1, 0,  a2-, o). 
Supponiam o che i cinque piani in questione siano quelli di equazione

(0

1 y  =  o

) y  =  kt

\ y  =  ( h + i ) t

\ y  =  k 2 t .

Osserviam o che questa qu in tup la  di piani non è una qu in tup la  particolare, 
perché con u n ’opportuna affinità la si può m utare in una qualunque a ltra  
quin tupla .

In fa tti le quintuple di piani del fascio sono in num ero di ^ j  == =  7 • 8 ,
e quindi a ltre ttan te  quan te sono le affinità

x  =  ax. +  b .

D ’altro  canto, queste affinità non m utano  alcuna qu in tup la in sé, perché 
altrim enti sarebbero affinità che conservano i tre piani residui e quindi o 
involutorie o cicliche del terzo ordine. M a è noto [4] che le involuzioni in 
un campo di ca ra tteris tica  2 hanno un solo elem ento unito, m entre le om o
grafie cicliche del te rz’ordine non possono averne alcuno, ciò che p o rta  ad 
una contraddizione.

§ 3. Su ciascuno dei piani (I) v ’è una rete di coniche, che hanno polo 
in Ti e nucleo in O; precisam ente, sul piano y  — cut la rete ha equazioni:

f f )  y  — ai t  , a*x2 -\-z2 jr b\ f  +  dxt =  o ,

al variare di bi e d  in GF(8) .
Tenendo conto della p roprie tà  V), si può dim ostrare che le possibili 

sezioni degli ovaloidi considerati sono su ogni piano quelle originate dalle 
coniche irriducibili di un fascio. E  ciò si stabilisce in base al seguente

T e o re m a . — Siano tu e iz due piani distinti di un  S3j  ̂ sopra un arbitrario 
campo perfetto di caratteristica due, r la retta loro intersezione, e C una conica 
irriducibile di re tangente a r in un punto T . Le coniche appartenenti a n' tan
genti pi r in un punto assegnato T ' diverso da T, aventi come nucleo quello di 
C e che godono della proprietà di ammettere per ogni punto di un fissato piano o), 
passante per r, una sola unisecante comune a C, costituiscono le coniche irri
ducibili d i un fascio.
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Consideriam o un pun to  P di co, fuori di r\ proiettiam o da P la conica C 
su 7r' in C \ Le coniche richieste dovranno essere unisecanti la C', passanti 
per T ' e di nucleo O. Le coniche di 7r' con nucleo in O formano uno spazio 
pro iettivo  a tre dim ensioni, E 3, in cui quelle per T ' formano un piano E 2. 
D ’a ltra  parte , le coniche unisecanti la C' costituiscono un piano E^; infatti, 
indicando con =  o una delle q -j- i re tte  del fascio di centro O ap p arte 
nenti a tu', le coniche secanti in un sol pun to  C' appartengono ai q -f- i fasci 
del tipo

C' I r 2 =  o .1 t

Questi u ltim i, costituiscono in E 3 un cono che si riduce a un piano con
ta to  due volte; in fa tti lam etta  congiungente due punti, appartenen ti a due 
diverse generatrici, è una re tta  del sistem a stesso. L ’intersezione dei due 
sottospazi è allora una re tta  in E 3, ossia un fascio di coniche del piano n'.

U tilizzando questo teorem a, è facile vedere quali siano le equazioni del 
fascio di coniche in ciascuno dei piani (I).

Sul piano y  =  o, consideriam o la conica C di equazioni

z 2 +  oct =  o , y  — o ,

tangente nel pun to  T  (i , 0 , 0 , 0 )  alla r, e, sul piano y  =  ai t , la generica 
conica Ci appartenen te  alla rete di equazioni (2). I q pun ti appartenen ti a 
C —  T  e a Ci —  T,- sono rispettivam ente  dati da

P : x  — X2 , y  =  o , z =  X , t =  1 ,

Pi : x  =  [x , y  =  tu , z =  Ì +  d\L +  b) =  g {(n) , .t.=  i ,

al variare di X e p, in GF(8); m entre il punto  variabile sul piano t — o e fuori 
della re tta  r  è dato  da

Q : x  — 1 , y  — b , z =  y , t — o ,

al varia te  di ^  e y in GF(8), con p -|= o .
L a Icondizione di allineam ento di P, P,- e Q porta  alle:

(3) +  1*0 +  I =  O ,

(4) 1$ +  «ìy +  h i  (p) =  0 •
D alla (4), sostituendo il p dato  dalla (3) e quadrando, si ottiene

K p  +  q r  +  F
X4 p2

+  d x2p +  i 
P

+  % = 0 ;

questa, è u n ’èquazione dì secondo grado in X2, che ha una sola radice sol
tan to  [4] se

P2 +  d $ 2 =  o ;

essendo p -b o, si ha quindi:

d = i  .
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Le equazioni del fascio di coniche del piano y  =  a{t sono allora 

y  =  ai t  , a^x 2 - f  z 2 +  b*f  -f- x t  =  o .

§ 4. -  Siano Ci , Cy , C/ tre coniche appartenen ti rispettivam ente ai 
piani 7T,* , 7Uy , 7u7 ; cerchiam o la condizione (d’ora in poi indicata col nome 
di condizione F) necessaria affinché esse, p rivate  del loro punto  di tangenza 
con la re tta  r  e considerate insieme al loro nucleo O, possano costituire le 
sezioni di un ovaloide con i tre piani.

L a conica

Cs : y  =  as t , as x 2 +  z 2  +  b2f  +  x t  =  o (s =  ì , j  , l)

appartiene al piano tzSì è tangente alla re tta  r  nel punto  T *(i , 0 , ^ , 0 )  e 
ha nucleo in O.

I q p u n ti appartenen ti a C *— T s sono dati da

P* : x  =  X2S , y  — as , z =  as X2 +  X* +  bs =f= f s (Xs) , t =  1 ,

al variare del param etro  X* in GF(8).
L a condizione & re la tiva alle tre coniche C* , Cy , C/ im plica che la re tta  

P* Py non abbia pun ti a comune con C/, e ciò analiticam ente si traduce nella 
condizione che la seguente espressione

(5) (aj  +  at) bi +  (ai +  a() 9  +  ifl. +  «.) bt

risu lti di seconda categoria [4]. In fa tti la re tta  P* Py incontra il piano 
7c7 nel pun to  di coordinate

x  — > J  — Pai +  aj  > ■ z  — y t  =  P +  1 >

con

Affinché tale punto  appartenga alla conica C1 dev’essere

(7) y i r :*  +  7 T T  *  =  *  ’ 7 T T /‘- M  +  7 T T »  ̂  =  *  <*> •

D a quest’u ltim a, quadrando, si ottiene:

n  ( v  +  (v  = f  ^ ;

e questa, quando si ponga

X =  (a. +  (a. +  (X. -j- X.)

e si tenga conto della (7), può anche scriversi

x* +  x  =  (a; +  «;) 3 ‘ +  («; +  +  (« ;+

Affinché l ’u ltim a equazione sia priva di radici X in GF(8) dev’essere di 
seconda categoria l ’espressione (5), onde l ’asserto.
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§ 5. -  L a scelta delle qu in tuple di coniche tali che ciascuna delle terne 
da esse estraibili soddisfaccia alla condizione & è s ta ta  operata dalla calco
latrice elettronica. Le calotte che così si ottengono hanno 41 pun ti ciascuna. 
Per tale lavoro è stato  u tilizzato  il seguente diagram m a logico dell’ing. 
L. Lunedi:

•  inizio

scelta
impossibile

sceglie le coniche 
nei primi due piani scelta impossibile

- ALT
scelta possibile

sceglie le coniche nei succes
sivi tre piani in modo che sia 
soddisfatta la prima verifica

scelta possibile

verifica

non soddisfatta

Schema del diagramma logico.

Si sonò così calcolati i dati relativi a 512 41-calo tte  e si è stab ilito  che, 
una vo lta  fissato un piano cù come piano tangente, per due coniche asse
g n ate  di nucleo O passano 8 di queste calotte. Ciò consente di giungere 
al seguente risu ltato :

Gli ovaloìdi appartenenti a S3j8 sono soltanto quadriche oppure ovaloidi 
del tipo d i Segre—Tits.
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L a proprie tà  V II) del § 1 dà il num ero degli ovaloidi di Segre-T its che 
passano per un dato  pun to  O e che hanno ivi un piano tangente assegnato; 
il num ero degli ovaloidi che passano inoltre per una conica p u n ta ta  di dato 
nucleo O si o ttiene ricordando che ogni punto  appartenen te  a uno di tali 
ovaloidi è nucleo di q coniche p u n ta te , e che le coniche p u n ta te  che si pos
sono assegnare sono in num ero di (q2 +  q) q* ( f  —  1) (I).

Ne viene che il num ero di ovaloidi cercato è

(?—0 g4 (g2— 1)9 
( 9  +  i)?3 (9— 1) =  (a —  1 )<72-

F ra gli ovaloidi sopra ricordati, quelli che verificano l ’ulteriore condizione 
di contenere una seconda conica p u n ta ta  di nucleo O sono in num ero di

(7— i)g2 (9— 1) _
(9 — i)2? ■ '

D a ciò si trae che le 512 41 -ca lo tte  costru ite sono tu tte  am pliabili in ova
loidi di Segre-T its. D ’a ltra  parte , la p roprietà V I) del § 1 assicura che 
ciascuna delle nostre calotte, avendo 41 punti, può appartenere a un solo 
ovaloide.
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(l) Questo si ottiene moltiplicando il numero dei piani per il punto O, escluso il piano 
tapgente co, per il numero delle coniche di Un piano di dato nucleo O.


