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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica. — Perturbations singulières des systemes auto­
nomes. Nota di A r i s t i d e  H a l a n a y 0 , presentata0  dal'Socio M . P i c o n e .

1. Considérons la systèm e

I dXx r /
I ' W

/  \  1 d x 2  / s
( 0  < ~ W = SKX

f =  h > *3> p) v - > o .

Pour (i =  o on ob tien t le systèm e

dX I r / \
~ d f = J \ X ' > *  (**)2 > X 3 > 0 )

d x 2 , s
=  g  (*i » *2 , *3 > °)

o =  h (xI , x 2 , x 3, o').

Supposons q u ’il existe une fonction 9 (xx , x 2) définie dans un dom aine D, 
telle que h [xx , x 2 , cp (xx , x 2) , o] == o pour (xx , j 2) g D  et h (xx , x 2  , 3t3 , o) < ; o 
pour (xx , x 2) e  D, 9 (#x , tf2) < ^ < 9 ^ ,  x 2) +  a , h  (xx , , *3 , o) >  o pour
Ô i j ^ 2 )  £ O, ( g X 'i > ^ 2 )  “ ^ <\  9 (Ai > ^2) •

Soit le système

i ~ ^ t t ~  ^ j ^  ’ *^2) > o ]

( 2 )  j , (^1  j ^ 2 )  D .

( - ^ r  =  g  [*i , * 2 ,9  (*x , *a) ; o]

Supposons que ce systèm e adm et un cycle lim ite stable V en D. On peut 
construire deuk courbes fermées Vx e t V 2  situées des deux cotés de V , coupées 
par les trajectoires du systèm e (2) sous un angle qui dépasse une valeur 
P [i]- Considérons les cylindres (xx , x 2) e Tx , (xx , x 2 ) ^ V 2,(p (xx , x 2) —  — <  ;r3

< (? (^ n  ^ )  +  et le dom aine T  dont la frontière est formée par ces cylindres

et les surfaces x 3 =  9 (xx , x 2) ---- — , ;r3 =  9 (xx , x 2) -f- — . Pour p. suffisamment
p e tit le cham p de vecteurs (1) est presque vertical, done il est dirige vers 
l’in térieur de T. Si Fon prend a suffisam m ent p e tit et ensuite p. suffisamment 
p e tit les cylindres sur la frontière de T  seront coupés aussi vers Fintérieur de T.

(*) Institut de Mathématiques de l’Académie de la République Populaire Roumaine, 
Bucarest.

(**) Nena seduta del io febbraio 1962.
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Il s’ensuit* que les trajectoires de (1) qui p a rten t de T  resten t dans T. 
A u cycle lim ite T correspond une fonction de L iapounoff ro tato ire

V  (xz , x 2) = Fx (xr , XZ) 
F2 (Ji , Xz)

telle que dans la couronne entre T 1 e t T2

9V av- y f  [xz , x 2 ,<?(xt , x 2) , o] +  - ^ - g  [xs , , <P (xt , x 2) , o] >  y >  o .dx-

II s ’ensuit que pour [x suffisament pe tit on a aussi

9V
dXj /  [Xj , X, X, +  ~ y g  [x, , x 2 , x 3 , y . ] > f 1> o

dans T, done V  est une fonction de L iapounoff ro tato ire  pour le systèm e (1) 
aussi. D ' une proposition de [2] il s’ensuit que le sytèm e (1) adm et dans T  une 
solution périodique. On a done le théorèm e suivant.

ThÉORÈME i. — S t le système (2) admet dans D un cycle lim ite stable 
r ,  alors i l  existe [xQ >  o tel que pour  o <  fx <  [xQ le système ( 1) admet une so­
lution périodique stable qui pour  y o se réduit à la courbe (xx , x 2) e  F , 
*3 =  9 Or » *2).

On peu t appliquer ce théorèm e dans le cas étudié dans [3] où le système 
(2) est l ’équation de van der Poi qui adm et un cycle lim ite stable.

2. Considérons le systèm e général

(3) v
! v - - £ - = g ( x  , y , ji)

où x  est un vecteur à 1 dimensions, y  un vecteur à m  dimensions. Pour [x =  o 
on ob tien t le systèm e

dX jr /-S f = f ( x , y t o)

o = g ( x , y , o ) .

Supposons que pour r e D  il y  a une fonction 9 (x) telle que

g ( x , ? ( x ) ,  o) =  o .
Considérons le systèm e

C4) = /  [x , 9 (x) , o] , x e D

et supposons qu ’il adm et dans D une solution périodique, respectivem ent 
presque-périodique u(f).

Spit ^  , £2 >•■••> £/ le systèm e orthogonal norm é attaché à la solution

u (/), où =  -/ j y - ^  r e t les , i >  2 sont défìnis comme dans [4].
\ f  (u 00 ’ 9 [u (t)\ f o) | ~

De la construction des vecteurs 5* il s’ensuit q u ’il sont périodiques, resp.
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presque-périodiques en t. Faisons dans le systèrne (3) le changem ent de va­
riables donné par x  =  u  (0) +  S (0) z  où les nouvelles variables sont 0 e t z 
et S (0) est la m atrice dont les colonnes sont les vecteurs , • • •, £/. On obtien t 
un systèm e de la forme

w  =  0  (e ’ z  ’ y  ’ f)

—  =  Z (6 , z , y , i L )

H =  g  [« (e) +  S (6) * , y  , [a] .

Pour [x =  o , z =  o , y  =  9 \u (0)] on a © =  1, done pour y  dans le voisi- 
nage de 9 \u (0)] et z , (x assez pe tits  on a ® n|=o. On peut done prendre 0 comme 
variable indépendante et l ’on ob tien t le système

dz
~d§

Z (0 , z , y  ,41) =  
0 (0 , z , y  , fx) “ F (0, z , y , fi) > f*

dy _
~dW =

g[u  (6) +  S(0)g,y ,p] 
®( Q, z , y  , p) —Y (Q,z , y ,  fx).

Pour ce systèm e on peu t appliquer les résu ltats de [5], [6]. Pour (x =  o

on a g  \u (0) +  S (0) z , y  , o] =  0 , =  F  (0 , z , y  , o) qui adm et la solution
z =  o, y  =  9 [u (0)].

P ar un calcul d irect on rem arque que le systèm e aux  variations qui in- 
terv ien t dans [5] coincide avec le systèm e aux variations norm ales de [4], 
c’est-à-dire^ le systèm e linéaire de prem ière approxim ation du systèm e 
—  =  F  [0 , £ , <p (0) +  S (0) 0] , o ] .

T h eo rem  E 2. -  S i  le système (4) admet une solution périodique, resp. 

presque-périodique u (t) située dans D et telle que -9 -̂  ^  <C —■ yE  où 
Q =  g 'y  (u (0) , 9 [u (0)] , o) et si la solution banale du système aux variations 
normales est\ uniformément asymptotique stable, alors il  existe (x0 tel que pour 
o <f (x <  [x0 le système (3) admet une solution périodique, resp. presque-pério­
dique Unique qui pour [x — o se réduit à (u (t) , 9 [u (t)].

D ans le ,cas périodique un  ré su lta t plus général a été établi p a r une au tre  
voie dans [7].
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