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Fisica-matematica. —■ S u l l 1 espressione dell'energia elettrica nei
mezzi dispersivi. Nota di C a r l o  B a n f i ,  presentata (*} dal C o r r ’sp. 
D. G r a f f i .

1. Come è noto il teorem a di Poynting si può scrivere, per una regione R 
dove non sono presenti forze elettrom otrici e correnti impresse, nel seguente 
modo:

dove dà è l ’energia che en tra  in R, nell’in tervallo  di tem po t , t -\-dt] W  e T
sono rispettivam en te  la densità  di energia ele ttrica  e m agnetica in R, d W  e
d T le loro variazioni in t , t  +  dt, e dp  rappresen ta le perd ite nell’u n ità  di
volume nel medesimo intervallo .

O ra in un mezzo non dispersivo, che potrem o anche dire norm ale, si 
££2

assume W  — , T  =  —— ; dove s e p, sono rispettivam ente la costante

dielettrica e la perm eabilità  m agnetica del mezzo in R, che come la conduci
bilità, si suppongono indipendenti dalla frequenza; m entre le perdite dp  
valgono il calore di Joule, ovviam ente E  ed H sono il campo elettrico e m a
gnetico. In  un  mezzo dispersivo invece i valori di W  e T  sono indeterm inati; 
in fa tti partendo  dalle equazioni di M axwell per un mezzo dispersivo, si 
ottiene la relazione:

dove D e B sono il vetto re spostam ento e il vetto re induzione, e dove si è 
indicato, come si farà per il seguito, il p rodotto  scalare di due vetto ri a e 6 
con la notazione a b .  Con questa relazione, senza u lteriori ipotesi, restano 
indeterm inate le espressioni di W  +  T e p.

Il V olterra  ha già indicato in sostanza una espressione per W  e T  
recentem ente ne è s ta ta  proposta una da Borgnis (2). E ovvio porsi il p ro 
blem a se le due espressioni coincidono. L a questione è riso lta in questa N ota 
con risu lta to  negativo; più precisam ente: le espressioni di W  (o di T) p ro 
poste da V olterra  e da Borgnis, per un mezzo dispersivo non sono in generale 
coincidenti.

Ci occuperemo in questa  N ota solo dell’espressione di W, in a ltre  parole 
supporrem o T  =  pH 2/2, che è il caso di m aggior interesse.

(*) Nella seduta del 13 gennaio 1962.
(1) V. VOLTERRA, Teoria dei funzionali nei fenomeni ereditari, «A tti del Congresso 

intern, dei matematici», Bologna 1928; Tomo I, pp. 215-232.
(2) F. BORGNIS, Z ur elektromagnetischen Energiedichte in Medien m it Dispersion, 

« Zeitschrift fiir Physik », voi. 159, pp. 1-6 (i960).
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2. Il Borgnis cara tterizza  i mezzi dispersivi con la costante d ielettrica 
complessa re la tiv a  a campi sinoidali di pulsazione co , e (co) =  sI (co) -j- iz2 (co) 
supponendo e (co) assegnata per ogni co. Per esigenze fisiche deve essere £* (co) 
funzione pari, s2 (co) funzione dispari (3).

Partendo  dallo sviluppo di E (t) in integrale di Fourier, supposto tale 
sviluppo lecito, nella forma:

4-00

(3) E  (/) =  y =  j  E (<*>) exp [— ùùt] doò ,
— 00

con <§ (co) vettore complesso, il Borgnis ottiene per la densità di energia elet
trica l ’espressione:

+  00

(4) W B =  —  i I E  (co) • E* (co') exp [—  * (co — co') t] — S (<° ? “ £l (<o) d o  d o  '<«>;
4 ~ J J CO —  CO

—  OO

dove E* è il coniugato di E.
Il V olterra  propone una espressione della densità di energia, nel caso in 

cui le relazioni m ateriali del campo elettrom agnetico siano di tipo ereditario; 
in ta l modo, come è noto, si possono rappresentare i fenomeni dispersivi (5K 
Più precisam ente il V olterra dà alla relazione fra il vetto re spostam ento 
D ( / ) e i  1 campo elettrico E (t) la seguente forma di tipo ereditario:

/o
( 5) D  (/) =  s0 E  (t) +  j  O  (t)  E  (t —  t )  d t  ;

o

dove s0 è una costante reale e <E> (t) è una funzione continua di t , tQ ha un 
valore positivo che può coincidere con -f- 00 (in questo caso però O (t) deve 
annullarsi all’infinito in modo tale che per ogni E (t) lim itato, l’integrale 
converga).

In  base a questa relazione egli assume per la densità di energia elettrica 
la seguènte espressione, che egli chiam a anche potenziale ereditario:

A>
(6) W v =  — e0 E 2 4 ) +  — J" 0  (t) E 2 (t —  r )d r  .

o

F. Borgnis, ibidem, p. 2.
(4) Éffettivamente il Borgnis dà la seguente espressione:
+00

—  j f  [E(co)+E*(— co)]-[E(— to')+E*(co')] exp [— ; (o> — co')/] d(i>d<d ;
JJ co — co— 0°

questa tuttavia, tenendo presente che vale sempre la relazione S> (— co) =  S* (co), si riduce 
facilmente alla (4).

(5) Le prime applicazioni delle relazioni ereditarie a fenomeni dispersivi sono dovute a 
U. ClSOTTI (L ’ereditarietà lineare e i  fenomeni disfervisi, « Rend. 1st. Lomb. », voi. XLIV, 
sem. i i  (191-1)).
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Per il seguito è bene osservare che per campi elettrici sinoidali, E  (7 ) = 'E 0 
exp [—  /co/], d e tta  sv (co) la costante dielettrica, definita dalla relazione 

(co) JS (/), si ha per la (5):
io

(7) ev(<») =  so +  exp [l'tùT] d i .
o

Si tenga presente che non si può escludere che £v (co) sia diverso da £ (co), 
in quanto  in q uest’u ltim a grandezza possono in tervenire anche i term ini 
dovuti alla condu ttiv ità  del mezzo, esclusi invece in generale dalla (5).

3. Per il confronto di W b e Wy è opportuno trasform are la espressione 
della densità di energia proposta da V olterra.

Introducendo nella (8) gli sviluppi in integrale di Fourier di E (/) e di 
E  (/ —  t), si ha:

+ 0 0

(8) W v =  —— zo J J  E  (co) -E* (co') exp [— i (co —  co' /] dtodid -\~
—  00 

i Q  + 0 0

+  j* O (T) j ' j  E  (co) • E* (co') exp [—■ i  (co —  co') /] dcù d<d ;
o — co

scam biando l’ordine di integrazione nel secondo term ine, am m ettendo  lecita 
tale operazione:

+ 0 0

(9) W v =  - j  I E (co) -E* (co') exp [—  i  (co —  co') /] •
— 00

io
£0 + J  O- (t )  exp [i (co —- co') t ]  I dcù d o ' ;

o

q infide per la (7) si ha:
+ 0 0

(10) Wy =  J J e  C00) (co') exp [-*— i  (co —  co') /] £y (co --- co') diù d id .
—  00

C onfrontando ora la (io) con la (4) si deduce che condizione sufficiente per 
P id en tità  delle due espressioni è:

/ TT\ cosi (co) — co'si (co') / ,N
( IfI) " L - » '  =6v( f> — co).

M a da questa si arriva subito, ponendo to '=  o, a ll’uguaglianza (6):

(12) ev (to) =  e, (to) .

(6) Si nota che nel ragionamento del testo si suppone sx (to') regolare per co' -> o, 
quindi to' Si (co') =  o per co'-» o.

Infatti co' si (co') infinita per co'-> o è da escludere per la regolarità di sv (co) e di Si (co); 
se fosse la co' s (co') =  a , e (co') conterrebbe un termine del tipo «/co' cioè non sarebbe simmetrica 
rispetto a co.
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Quindi sv (co) deve essere reale per ogni co. 
Ino ltre facendo tendere co'-> co si ha:

0 3 )

e integrando:

*  ^  [CO S i  (C O )]'

Sv(°) =  — ^ — ’

(14) C0£x (co) =  COSy(ò) +  c , S (co) =  Sy(o) +  —

M a affinché la ez (co) sia funzione sim m etrica di co deve essere c — o e si 
conclude quindi che:

(15) ez (co) =  sv ((o) =  cost ,

costante reale. Quindi l’ultim o term ine della (7) deve essere costante per 
ogni co, il che im plica per note p roprie tà  della trasform ata di Fourier O (t) =  o.

4. Potrem o conferm are con un esempio che effettivam ente solo nel 
caso Sj. (co) =  cost, ® (t) =  o, si ha l ’iden tità  di Wy e W b •

A questo scopo consideriam o nella (4) un campo elettrico per cui & (co) r i
sulti diverso da zero solo in un intorno di coOJ più precisam ente negli in tervalli 
—  coQ —  h , —  co0 h e coQ —  h y co0 -fi A, così che per m aggior chiarezza scri
veremo & (co , fi) . '

Ino ltre supporrem o che E (co pii) sia sempre parallelo a un versore k  e 
che questa si possa scrivere E  (co , Ji) =  & (co , li) k  con & (co , Ji) reale e di 
segno costante (7). Supporrem o poi che al tendere di h allo zero & ( co , fi) si 
com porti come una funzione im pulsiva, cioè & (co , li) tenda per h -> o allo 
infinito in modo tale che risu lti (8):

CO o + A

(16) dim / E (co , fì) diù =  — E ;
h—>■ o r 2  TU J  2

(0o —  h

dove E risu lterà  reale e di direzione costante. In particolare con le posizioni 
fa tte  si o ttiene nel nostro caso:

(17) E (/) — E cos coQ t  ;

cioè si arriva, come del resto è ben noto, ad un campo sinoidale.
O ra nella (4) l’integrale che esprime W B per h o risu lta  esteso ad un 

dominio costitu ito  da q u a ttro  quadrati di lato 2 h sim m etricam ente posti 
rispetto  agli assi cù , co'. Indicherem o questi con V r , V 2 , V 3 , V4 passando 
dal I al IV  quadran te del piano co , co'.

L ’integrale allora si può spezzare in q u attro  parti. Considero quella cor
rispondente al quadrato  V x del I quadran te, indicandola con :

(18; \v,~. [fE(ù>,A).-E*(o> ',Ji)exp[—  *(<<>— ' .

(7) Ciò significa che E (t) deve essere la somma di termini sinusoidali di ugual fase.
(8) A. G h izze tti, Calcolo simbolico, Zanichelli 1943, pp. 58 sg.

5 . RENDICONTI  1962, Voi. XXXII,  fase. i .
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Nel nostro caso per le posizioni fa tte  il prodotto  scalare E  (co , K) -E* (co , k ) 
risu lta  reale e di segno costante, possiamo quindi, applicando il teorem a 
della m edia separatam ente alla p a rte  reale e alla p a rte  im m aginaria della 
funzione in tegranda, scrivere:

(19) W, =  cos (5 —  l ’) t 6 'e « ') — 5*(5) I
5 ' - 5 47T E  (co , h)  • E* (co', A) da* d<d-f-

vx

+  i  sen (73 —  7]') t  -  -s-■ 73—73 471:

Vx
E  (co , h) • E* (co' , h) d(ù dcù' ;

dove 5,73 e , 73' sono valori opportuni di co e co' in tern i a ll’intervallo 
co0 —  h , co0 +  h. Passando al lim ite per h -> o ; £ , v] e , 73' tendono tu t ti  a 
coOJ quindi il secondo term ine tende a zero; nel prim o term ine il prim o e il 
secondo fa tto re  tendono rispettivam ente  a l e a  (d/da  [co (co)])a>=COo, nell’ul- 
timo fa tto re  l’integrale esteso a V x si riduce al p rodotto  di due integrali, uno 
fa tto  rispettò  a co, l ’altro  ad co', e si vede facilm ente che in base alla (16) 
tende a E-E*/4, che nel nostro caso essendo E reale è equivalente ad E 2/4; si 
ha quindi:

(20) lim W, =
h-¥- o

E-E*

A nalogam ente applichiam o il teorem a della m edia agli integrali corrispon
denti a V 2 , V 3 , V 4 , e passiam o al lim ite per h -> o. Nel passaggio al lim ite in 
V 2 si hanno ? ed 73 che tendono a —  co0 e ed 73' che tendono a coG ; in V 3, \  ed 
73, ed 73' che tendono a —  co0 ; in V4, £ ed 73 che tendono a coQ , ed 73' che 
tendono a —  coG . Tenendo conto di ciò e con considerazioni analoghe a 
quelle fa tte  per la (18) si arriva alla seguente espressione:

(21) W b =

+  + s ! ( —  °>o) exp [— 2*t0o*j

E2
deù

[o  Sj (to)] ) - f  e, (t0o) exp [2 i  <o01] +
CO =  COq

D a questa tenendo presente che ^(co) è funzione pari come pure djdcù [cosato)], 
derivata  di una funzione dispari, si h a : -

(22) W B
E2
~4~ dcù fto er (co)] +  er (<0o) cos 2 co0 t

/CO  —  COq

Per il caso di V olterra  partendo  dalla (io) con lo stesso procedim ento, 
facendo il lim ite per h tendente a zero si o ttiene facilm ente la seguente espres
sione:

E2(23) W y =■ T  [ev (2 co0) exp [—  2 i<ùQ t] +  2 £y (o) +  £y (—  2 co0) exp [2 ì<ù0 1]] ;

che tenendo presente che sv (— 2co0) =  s*(2co0) indicando con sVi(co) e £y2(co) 
rispettivam en te  le p a rti reale e im m aginaria di sv (co), si può anche scrivere:
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Confrontando la (22) con la (20) si ha subito che £y2(2co0) =  o e per 
l’a rb itra rie tà  di coQ, £v2(°>) — °j quindi ev (<o) è reale. C onfrontando poi anche i 
valori medi delle (22) e (20) si ha per l ’a rb itra rie tà  di cùq che deve essere:

(25) — [«£,(«)] =  £V(0).

E quindi, in modo analogo a quanto  fa tto  precedentem ente si deduce:

(26) Sj. (co) =  £v (o) =  COSt.

In  conclusione, pure non escludendo che il mezzo sia dispersivo per influenza 
della conducibilità, si può però afferm are che la coincidenza fra le due espres
sioni dell’energia può verificarsi solo in casi poco rilevanti, e che p robab il
m ente non si presentano nella pra tica.

5. Osserviam o che l’espressione s tab ilita  da Borgnis può avere interesse 
perché nel caso di un gas ionizzato con E  (t) sinoidale, rappresen ta effettiva
m ente l’energia e lettrica del gas non ionizzato som m ata con l ’energia cinetica.

E  da no tare però che già basta  passare allo stesso caso di un gas ioniz
zato in cui però si consideri anche l ’effetto degli u rti, sia pure schem atiazzto 
in form a elem entare, perché la m edesim a espressione non sia più uguale 
alla somma delle energie e lettrica e cinetica.

Per un  gas ionizzato supposto composto di elettron i e molecole, nel 
caso di campo sinoidale, si possono scrivere le seguenti relazioni (9):

(27) I ■= Np* V +  it* zQ E ,

(28) i  tom V =  p* E — m v \ ;

indicando ora con: I il vetto re densità di corrente totale, £0 la costante die
le ttrica  del vuoto, V la velocità m edia degli elettroni, pe la loro carica, N 
il loro numeri) per u n ità  di volume, m  la loro massa, v il num ero degli u rti 
per unitjà di tem po.

D a queste relazioni risu lta  la seguente espressione per la costante die
le ttrica  complessa:

(29) 

inoltre:

(30)

s (<,}) =  e0
Np‘ Np; _

m (v2 +  to2) i m (v2 +  to2) to ’

P« E m (v2 -f co2) *

infine la m edia della somma dell’energia elettrica e dell’energia cinetica risulta:

(31)
E-E*

4 4
E -B * r , N ?e 1 

4 £° ' m (v2 -f co2)

(9) D. Graffi, Lezioni di onde elettromagnetiche. Istituto Superiore delle Poste e 
Telecomunicazioni; 1956-57, pp. 87 sg.
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Secondo l ’espressione di Borgnis si avrebbe:

(32) W B dcù [co sr (co)] E-E*
4

E -E * r NpJ NpJ
4  [S° m  (v2 +  to2) W [m (v2 +  co3)j2

E-E*
4 £ o +

n p;
m  (v2 -f- co2)

2 v2___ n p;
m  (v2 +  co2'

che per l ’u ltim o term ine non coincide con la (31).

2 m cù —


