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G eom etria. — Sulle ipersuperficie simmetriche di uno spazio 
euclideo. N ota di V it t o r io  D a l l a  V o l t a , p re s e n ta ta n  dal Socio 
E . B o m p i a n i .

1. P r e l im in a r i  e  n o t a z io n i .  -  Indicherem o in tu tto  questo lavoro 
con R r lo spazio euclideo reale ad r  dimensioni; una varie tà  V s im m ersa in R r 
sarà sem pre una varietà differenziabile connessa nel senso che si dà oggi a tale 
term ine: essa risu lterà  p ertan to  p riva di pun ti singolari [al finito]; la sup
porrem o inoltre completa (ved. [4], p. 133).

Per quanto  riguarda le notazioni, poi ci atterrem o di regola a quelle 
di [3]. Fino al n, 9 userem o indici la tin i minuscoli, variabili da 1 ad n\ nei 
nn. 9, io, r i ,  12 useremo anche indici greci minuscoli, e latin i maiuscoli, 
rispettivam ente  con variab ilità  da 1 a p  e da p  -f- 1 ad n.

2. POSIZIONE DEL p r o b le m a . -  Dopo queste premesse ricordiam o che 
una varietà differenziabile V n (di classe di differenziabilità Cr, r  >  4) d o ta ta  
di una m etrica riem anniana dicesi simmetrica  (ved. per esempio [4], p. 238) 
se la deriva ta  covariante del tensore di cu rvatu ra  della m etrica è iden tica
m ente nulla. In  particolare una ipersuperficie di R n+1 si d irà sim m etrica , se 
tale risulti quando vi si consideri la m etrica riem anniana in d o tta  da ll’am 
biente.

E altresì noto (ved. per esempio [3], p. 421) che una V 2 è sim m etrica 
allora e allora soltanto  che essa è a cu rva tu ra  costante K0 . Supporrem o perciò 
sem pre nel seguito n >  3.

In  R n+T sono certo sim m etriche le seguenti ipersuperficie: a) la sfera S n ; 
b) il cilindro avente come generatori 00^ R n~~p p ro ie ttan ti ortogonalm ente una 
sfera di Rp+1 , ove p  è un qualunque intero compreso fra 2 ed n — 1, estrem i 
inclusi; c) il cilindro p ro ie ttan te  ortogonalm ente una qualunque curva (di E 2) 
o, in particolare, Piperpiano.

L 'asserita  sim m etria risu lta  ovvia nei casi a) e c), poiché le rispettive 
m etriche sono a cu rva tu ra  costante (positiva in a) e nulla in c) e, quindi, 
sim metriche; nel caso b), invece, si t ra t ta  di uno spazio riducibile e precisa- 
m ente di R n~"p x  S^; e giacché en tram bi i fa tto ri sono sim m etrici, ne segue 
che tale e  anche l’ipersuperficie considerata (I).

Scopo della presente N ota è di m ostrare che, con una possibile eccezione, 
i casi or ora indicati sono gli unici possibili, per lo meno se si suppone V» di 
classe almeno C5. L ’eccezione è dovu ta  al fa tto  che, qualora il rango della 
seconda formai fondam entale di V» sia uguale a 2 (siamo dunque nel caso b), 
le considerazióni dei num eri seguenti non mi hanno permesso di dim ostrare (*)

(*) Nella-seduta del 13 gennaio 1962.
(1) Cfr. [3], p. 278, esempio 2, da cui segue subito l’asserto.



52 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXII -  gennaio 1962

che le sole ipersuperficie sim m etriche (connesse) con oo2 iperpiani tangenti sono 
i cilindri aventi come generatori gli JLn~ 2 che pro iettano  ortogonalm ente 
una sfera dello spazio ordinario, anche se tale circostanza appaia estrem a- 
m ente probabile.

Il risu lta to  cercato si o ttiene con considerazioni locali, osservando anzi
tu tto  che, per Lipotesi fa tta , la deriva ta  covariante del tensore di R iem ann 
della m etrica appare un campo T  di tensori di classe (almeno) C1 (2), sì che 
in ogni punto  della varie tà  ha senso considerare, rispetto  a un sistem a di 
coordinate locali (y*), le com ponenti di T  e le loro derivate parziali rispetto  
alle y* ; im ponendo allora che in un punto  O (generico) di V n siano nulle le 
com ponenti di T  e le loro derivate, si deducono proprie tà geom etriche di V n 
in O, e dalla valid ità  di queste in ogni punto  si conclude al m odo voluto.

3. D a ta  dunque in E*+I' (n^>  2) una ipersuperficie V„, sia O un suo 
punto , che assum erem o come origine di un sistem a di coordinate ' cartesiani 
ortogonali (x*)(3), di cui l’iperpiano x n+I =  o sia l’iperpiano tangente a 
V n in O. Se, come supponiam o, V» è di classe almeno C5, potrem o considerarne 
la calo tta  cr5 del 50 ordine di centro O, rappresenta ta , per la scelta fa tta  del 
riferim ento, dallo sviluppo:

(3.1) x n+z .== 1/2! c2(xis) +  1/3! c3 (x£) +  1/4! à  (x*) +  1/5! d  (x*) +  [ >  6]*,

ove le ci (^ ') sono forme (polinomi omogenei) di grado i  nelle x \  m entre qui e 
nel seguito, [ >  r]x indica un resto di ordine >  r  nelle x*. Si nòti, in partico
lare, che c2 (x*-) non è che la seconda fo rm a  fondamentale  di V», v a lu ta ta  in O .

Come si è osservato in precedenza, il nostro scopo sarà di determ inare 
le c* nella (3.1) in modo tale che gli sviluppi delle com ponenti V* Ryi/^ delle 
derivate  covarianti del tensore di cu rvatu ra  (della m etrica in d o tta  su V* 
dalLam biente) siano nulli fino ab  term ini del prim o ordine inclusi [che sono 
del resto  quelli che è possibile determ inare dalle (3.1)]..

N^i num eri successivi eseguiremo perciò il calcolo dei co e ffic ien ti^ , della 
rpetrica in d o tta  su d a ll’am biente e dei simboli di Christoffel e di R iem ann.

4. C a lco lo  di g. . e dei simboli di C h r is to ffe l. -  Essendo:

(4.1) ds2 =  dx* d x ì  — dx* d x ì  +  (dxn+I)2,
risu lta:

(4.2) ?.. == S.. 4- &/. x n+1 d.. X n + I  (4Ò

(2) Invero, se V è di classe Cr, il tensore fondamentale, i simboli di Christoffel e di 
Riemann sono rispettivamente di classe Cr~~x , Cr~"2 , Cr~ 3 .

(3) Eccezionalmente supporremo qui i variabile da 1 ad n~\~ 1; in ogni altro caso, come 
si è indicato al n. 1, indici latini varieranno sempre da 1 ad ».

(4) Per il significato delle ( ) e [ ], cfr. [4], p. 14. In particolare si ricordi che, per 
esempio si ha:

S\ì\jSh\ k\ yg \h \k \ &h[j&\i\ k])*

ove un indice fra sbarrette (| |) denota che rispetto ad esso non si deve alternare.
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ove si è posto di x n+t =  dxn+lldx% e gli sviluppi delle derivate vanno n a tu ra l
m ente calcolati fino ai term ini del 40 ordine. Si osservi però che, giacché nella 
(3.1) lo sviluppo di x nJrX comincia con term ini del 2° ordinè) e quindi d; x n+I 
con term ini del i°  ordine, lo sviluppo, fino al 40 ordine, di g ijy risu lta  indipen
dente dalla form a cs di quinto grado che appare nella (3.1) (5). U n  semplice 
calcolo ci fornisce allora:

(4-3) g i j  ■= %ì j  +  C1/2)2 +  0/3 0 +

(c. =  di c2 , ecc.)

dalla quale si ricava subito:

(4 .4) / y T * /y- ( i / 2 ) V > ; + [ ^ 3 ] ,  (6)*

Passiam o ora ai sim b oli di C hristoffel che, per po ter meglio usare le con
venzioni sugli indici, indicherem o con I \ .   ̂ , , anziché con [ij , A], j
rispettivam ente. O ra è, per definizione,

(4-5) T ij , h = = ( l l 2 ) { di g j h Jr dj g i h ~ dk S i j :)  =  ^ l 2) di g j h Jr d {j g k ] i -

D ’altra  parte , se si indicano con indici le successive derivazioni rispetto  alle, 
x*, si ha:

( r/ 2) +  3 r / W o )  ~  g c% +" 2 4 nkg)  =

=  c% c% +  +  cf y cf] =  4 4  (a , P =  2 , 3 , 4) <7).

per la sim m etria delle derivate seconde della c.
Di conseguenza si ha subito:

(4-6) r . . ,  =  ( 1/2)’ 44 +  (1/3 !) 4 4  +  [(1/3 0* 4 4 . +

+  ( i /4 ! )4 4 ] +  [ > 4L ,
e quindi, per la (4.4):

(4 .7) ? f i g lh r iM =  (1/2)2 4 4  +  (1/3 !) 4 4  +  [ >  3], •

5. Calcolo del tensore di curvatura e delle relative derivate 
COVARIANTI. Ricaviam o ora m ediante le (4.6,7) l ’espressione di

(5-0  ^hijk ~ 2 j,k 2 ^j[Fh]k,i •

(5) Il significato geometrico di questo fatto è molto semplice: se due calotte ipersuper- 
ficiali di uno stesso ordine h hanno a comune la calotta di ordine h — 1, la proiezione ortogo
nale di una chiotta sull’altra, fatta ortogonalmente all’iperpiano tangente comune, realizza 
fra le due calotte una isometria di ordine h.

(6) Come risulta dal seguito, i termini indicati sono gli unici che interessano.
(7) Per comodità, non ci atteniamo qui alle convenzioni sugli indici indicate al n. 1.
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Notiam o, ora, che è:

2 3 (c{a — 2 (̂a /:|3) 4- 2 — 2 Aa r® (7)[h \c i ] j c k )  —  2  c [ h i ] / k  +  2  c k [hc i ] j  —  2  c k [hc i \ j  >

giacché cahij= o  se oc'=  2, e a ltrim enti è sim m etrico negli indici 
Perciò:

(5-2) R« .  -  « 2) ‘Ì A , + e *  0 t ó ,  +

+  2 [ W 2 ) * 2 , / . , , 2 * 2? '  +  ( I / 3 !) 3 ‘:i [/ j i i  +  1 3 V .  - l | .

M ediante questa calcoliamo infine:

V , R hiik =  h  R^yi -  r «  R ^ a -  K  R *>4 -  r £  R * »  =

=  ' 2  R j k f i iF h u  2  R hip V / ]  /  •

Si osservi anche qui che è:

3 ( / a fP> \ _  c<“ ,P> _j_ 4“ P) (O P) I (o 3)
1 «'1./2 — 6» [ A S v ^  ^[AS-jy/— c i i [ i c i ] / +  c i j i i ch ] k = =

=  <> />  __ — 2 >  c® <?>
Ll k \ h ° i ] j  LlJlhLi ]k  —  z c l [k[hcj ] i ]

Se notiam o che le derivate  seconde di à  sono costanti, e quindi le terze sono 
identicam ente nulle, e inoltre che 9/ (S?OT cq c*m) =  , si ha in definitiva:

^ -3) ^  R&>'* =  (2/3 0 ci [A[/q q +  C1/2)2 (Cq/i]kc% +

"R /A][,-fI ] /+  9 [^ k /a ] /)  +  [4/(3 02] +  (2/4 0 tf[k[kcnii +  [Ss 2].„.

6 . D eterminazione e studio delle condizioni di simmetria. -  Come 
si è detto , le condizioni di sim m etria d iW :

(6 -0  V/ R/nji =  O ,

joortanò che, nella (5.3), si annullino il term ine privo delle x* e, identicam ente, 
quello di prim o grado nelle x ‘. Cominciamo allora dalla prim a condizione 
(sim m etria in O), la quale, ponendo

(6.2) cl — Cix... x H x'* ■ • ■ x ‘L W

(con le cix...ix sim m etriche in tu t t i  gli indici) 
si scrive:

(6-3)

cioè

(6.4)

Cl[k [k Cj \ i }  ~  0 >

Clkh Cì ,  Clki Chj Cljh Cik +  Clji Ckh =

Supponiam o ora, e nei num eri seguenti, fino a contrario avviso, che il 
pun to  O sia non parabolico, cioè che la m atrice (ctj) sia non singolare, e in tro 
duciam o gli elem enti della m atrice  inversa, cij == cj i . Se allora si m oltip li-
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cano ambo i m em bri della (6.4) per rV, e si somma rispetto  agli indici m u ti 
i j ,  si ha:

(6-5) ( n  —  2 ) c i k k = — cii j ciJ' c k k ’

da cui, m oltiplicando per chk e som m ando rispetto  ad h , k  :

cu jcij =  0 ;

e poiché si è supposto n >  2, la (6.5) ci fornisce:

(6.6) =

ed è ovvio che i valori (6.6) soddisfano alla (6.4).
Possiamo concludere che,, allora e allora so ltan to  che, in O, vale la (6.1), 

si ha nello sviluppo (3.1):

(6.7) c3 — o .

Si verifica facilm ente che la (6.7) è condizione necessaria e sufficiente 
affinché. O sia un vertice della nostra  V» (cioè un punto  tale che la circonfe
renza osculatrice alla generica sezione piana norm ale per O sia iperoscu- 
1 a tri ce). Dunque:

Se unaSfndi Kn+I è sim m etrica , ogni suo punto non parabolico e un vertice

7. Passiam o ora a im porre che sia nullo identicam ente il term ine di 
prim o grado nelle x \  che com pare a secondo m em bro della (5.3). Tenendo 
conto della (6.7) (e sem pre nelPipotesi che (cis)  sia non singolare), la condi
zione rich iesta è:

( 7* 1 )  Cri [k [hCj ]  i ] ~  ^  Cg S Cj  [iCh] kClp ^  Cp  [ j c k\ lhCi ] cp  [hCi] [ j Ck\ / )  ’

se facciam o le posizioni

( ? - 2 )  11 kh ~  Crlkh C ~  71 hk ’ ̂  Cp g =  C  >

dalla (7.1) si ha facilm ente:

7Tr, rjC., =  Cc.-.c7l , 4 -2  S^C.r7C..r .C,l7 ,[k{h j ] i ]  j [ t  h \k  1 P{h i \ I j  k ] l ’

cioè

11 kh c ij  77ki c h f  71 jh  c ik 71 j i  chk ^  2  ( c ij  chk cjh  c ik) +

“1“  ^  ( Cph Cij  Ckl Cp i Chj Ckl Cph Cik Cj l  H”  Cp i Chk Cj l ) \  ’

questa, rpoltiplicando ambo i m em bri per ^  (e som m ando rispe tto  a i , j )  
ci dà, tenendo conto della seconda (7.2):

(7.3) (n —  2) +  Ki :<*ckh =  2 [nCchk + ( n  —  2 ) c j  ,

(8) Non è escluso che già da questa proposizione si possa dedurre che la V n considerata 
è un’ipersfera, nel qual caso basterebbe supporre la varietà di classe C4, che è d’altronde il 
minimo che si possa richiedere p er’poter parlare della derivata con variante del tensore di 
curvatura (cfr. (3)).
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da cui, m oltiplicando per chk e sommando:

(n —  1) c” =  {n —  i) (n +  2) C ,

e giacché n =|= 1,

(7.4) r,.. &  =  (n +  2) C ,

che, so stitu ita  in (7.3) ci dà, essendosi supposto n >  2

(7-5) =  C ^  +  2 8^ ^ ,

Torniam o ora alla (7.1) che, m oltip licata per cij' (e sommando), d iventa (si 
tenga conto che crihk è sim m etrica in tu tti  gli indici):

(7.6) (» —  2) ^  +  7cr/ ^  =  2 8*  ^  (n —  2) .

Per questa e la (7.4) si ha allora:

(7.7) 2) crlhk = 2 8  ^  [(^ 1) chk clp —  2) .

Se da questa si so ttrae  l’analoga che si ha scam biando gli indici r  , /, o tte 
niamo:

8^  c c hc .=  8p9 c j c ch .qr p (h k) l ql p {h k) r

M oltiplichiam o ora questa per chl crì , e sommiamo: avrem o così le seguenti 
condizioni nelle c^', necessarie perché le (7.1) siano com patibili:

* * = ( i / » > c v

ora, C =  Cij non può essere nullo, perché altrim enti (c^) non potrebbe 
avere rango massimo; potrem o perciò porre i/R  — C/n, (R =j- o) e scrivere

(7.8) c.. --- (i/R) ; C =  n/K ;

dopo Idi che dalla (7.7) si hanno, essendo n >  2, le espressioni desiderate di

ù\'rlhk *

(7-9) 0 / R3) +  Kk +  Kk s«) •

Si verifica subito allora che le crlhk or ora determ inate (sono sim m etriche in 
tu tti  gli indici e) soddisfano di fa tto , assieme alla date  dalle (7.8), alla (7.1).

8. Interpretazione geometrica dei risultati dei numeri 6, 7. -  Per 
le (7.8,9) risulta:

^ ■ ( i / R ) 2 , ( * 0 a . ^ ^ ( 3 / R 3)x

e quiridi, anche per la (6.7), si ha:

2 ;  (*0S +  [>  5]*

(8.1) **+* =  ( I/2 R) 2,-C^')2 +  ( 1/8 R3) 2 ,-  (* 0 2 +  [>  5]* » R -1- 0 •
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L a (8.1) cì dice ovviam ente che la ca lo tta  del 40 ordine della V n in consi
derazione appartiene a una sfera di raggio | R | ; poiché O è un punto  qualunque 
(non parabolico), già da ciò si può dedurre che: se tu tti i p u n ti d i una regione 
d i u n a V n^ ^ nJrl sono non parabolici, e la metrica indotta su V n dalV ambiente 
è sim m etrica , la regione stessa appartiene a una sfera d i Kn+1.

Possiamo o ttenere lo stesso fa tto  con la seguente argom entazione, che 
ev ita buso delle calotte.

Osserviamo allo scopo che la (7.8) esprime che la seconda form a fonda- 
m entale, di V n v a lu ta ta  in O, risu lta  proporzionale (con fa tto re  i/R  non nullo) 
alla prim a form a fondam entale; poiché, per ipotesi, O è un punto  qualunque 
della regione considerata, potrem o scrivere, con riferim ento a un qualunque 
sistem a di coordinate locali [in uno qualsiasi degli aperti ricoprenti la V»]:

(8.2) bij =  kgij {k _j= o ) ,

ove si è indicato, come d ’uso, con b{j  la seconda form a fondam entale di 
\ L c E w+I> e, a priori, k  è funzione del punto  (di classe almeno C2, come b{f).

Ricordiam o d ’a ltra  parte  le equazioni di Gauss e Codazzi per una
V «C E "+I:
(8.3 ) ~R~htjk ~ 2 b ] q j

(8.3") V [A ]y =  O.

D erivando ora covariantem ente la (8.2), e servendosi della (8.3") si ha 
subito:

2 V[/A]/ =  o =  kh g ij---kighj , (ki =  di k) ,

che, m oltip licata per g ^ ,  e som m ando rispetto  ad i  , j ,  fornisce ki =  o ; k 
è dunque costante, m a allora per la (8.3"). è:

(8.4) =  —  2 k*g {kyg i]kì (k costante =J= o ) ,

che ci dice che la m etrica in d o tta  in V n dall’am biente è a curvatura costante 
positiva k 2 ^  .

9. V iceversa, se la m etrica in d o tta  in V« (n >  2) è a cu rvatu ra  costante, 
non nulla (io), si ha

(9 -0  r hijk— 2 ¥LQg  [h[jgi\k\ ;

il confronto di questa con la (8.3') ci indica allora che le m atrici (^K0£Vy) , (bij) 
hanno uguali e non tu tti  nulli (per essere K0 f  -  6) i m inori omologhi del 
secondo órdine (cioè form ati con le stesse linee); m a allora, come è noto (ved. 
per esempio [1], pp. 517 sgg. (II)) ? è necessariamente:

(9-2) %  =  ± |/Ko" g i j

(e quindi, se V n è reale, deve essere K 0 >  O).

(9) In realtà, questo ragionamento vale anche se k — o.
(10) Risulterà poi subito che deve essere K0 >  o.
(11) In [1] si trova anche, sostanzialmente, il risultato delPuitima parte del n. 8.
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Vale dunque la (8.2) la quale, come si sa, esprim e che in ogni punto  le 
cu rvatu re principali di V„ sono fra loro uguali (e non nulle). Abbiam o dunque 
che: in una regione d i u n a V nC JLn+x simmetrica a p u n ti non parabolici {le cur
vature principali sono in  ogni punto f r a  loro uguali e) la metrica indotta è a 
curvatura costante ('necessariamente positiva). M a, per un classico risu ltato  
([i], PP- SS4- 5S6). le uniche ipersuperficie di E*+J {n >  2) a cu rvatu ra  
costante positiva sono le sfere, e resta  quindi p rovato  di nuovo il risu lta to  
enunciato al n. 8.

io. I l  CASO DI {cif  SINGOLARE. -  S tudiam o ora l ’ipotesi che la m atrice 
{dj) sia singolare (O sia cioè un punto  parabolico), e precisam ente di rango 
p  < n — 1, m a m aggiore di 2. In  tal caso potrem o ovviam ente scégliere 
il riferim ento ortogonale di guisa che si annullino tu tte  le c{j con uno almeno 
degli indici >  p\  sarà opportuno allora in trodurre nuove serie di indici, e 
precisam ente: indici greci minuscoli variabili da 1 a p,  e indici latin i m aiu
scoli variabili da p  -f- 1 ad n [gli indici latini minuscoli variando ancora da 
1 ad n], cosicché sarà:

(IQ. I) Ab =  Ab =  O ; D et ( c j  =j= o .

Nella (6.4) occorre ora distinguere vari casi che, tenuto  conto della emisim- 
m etria  della (6.4) stessa in k , j  e in / , h e della sim m etria nelle coppie {kj), 
{hi), si riducono ai seguenti:

h i k j

0 A B C D

ii) A X c D

n i) A B <7 S

iv) A X G D

v) A X G 8

vi) e X G 8.

È subito  visto però che nei casi i ), ii), Hi), le (6.4), in v irtù  delle (10.1), sva
niscono; iv) ci dà invece cTKT̂ ci  =  o, cioè:’ y /AD la  ì

(10.3) t̂JAD ĵtAD ~ 5

v) si riduce poi, tenuto  conto della (10.3) a:

CztaK Clb  C3tòA CXa ~~ °  »

da cui, m oltiplicando per cXÒ [elemento di f Xa) ~ 1, che esiste per la seconda 
delle (10.1)] si ricava (p —  1) =  o, ossia (p f> 2)

(10.4) ^ A p 

passiam o infine al caso vi) che, tenendo conto che tu tte  le chiJ in cui uno 
almeno degli indici sia latino maiuscolo sono già nulle per le (10.3,4), dà
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luogo adequazione: 

(10.5) C[x [0 |V»] X] =  o.

Su questa, avendo supposto p  >  2, possiamo ragionare come sulla (6.4), e 
dedurre cnae — o; di guisa che, anche nel caso a ttua le  è chìj — o, ossia:

(10.6) d  — o ,

cioè: O è per la nostra  V n un vertice.

i l .  Passiam o ora allo studio delle (7.1); anche qui distinguerem o i casi 
i) • •■.•vi) del n. io; pure ora nelle ipotesi z), ii) ili), le (7.1) svaniscono m entre 
iv) e v) ci dànno:

( 1 1 * J)  ^ABCD =  ^ÒBCD ~  ^5eCD =  ^òe?iD ~  °  ’

m entre, per le ultim e equazioni, vi) dà luogo alla (7.1) stessa, in cui tu tti  gli 
indici sono però greci, di guisa che può scriversi:

(11.2) ^  =  ( J/R ') V  o<' o ) ,

nonché:

( ” •3) =  (3/R '3) X ,  ( ^ ) 2

Di queste, la prim a esprime che, in O, le curvature principali di V« (solu
zioni dell’equazione D et {kgij — b{j- —  °) d istin te sono due, delle quali; una, 
nulla, ha m olteplicità n —- p , m entre l ’a ltra  non nulla, vale i/R ' ed ha m olte
plici tà^p.

Per le (11,3), lo sviluppo (3.1) si scrive ora:

(11.4) x*+f =  (1/2 R') %  ( x *f +  (8/R' 3) X ,  (**■)' +  [ >  5] x , R'

e si vede subito che questa calo tta di 40 ordine appartiene al cilindro di equa
zione:

( 11.5) 2  (xx)2 +  (xn+iy  — 2 R ' x ”+I = ro ,

generato dagli oop ¥ f ~ p che pro iettano  ortogonalm ente una sfera di raggio 
R ' ap p a r|en en te  allo E^+I : x K =  x n+* =  0, per il quale le cu rvatu re principali 
sono, in ogni: punto , so ltanto  due d istin te , e costanti: l’una, nulla, di m olte
p licità  n — p , m entre la seconda, m ultip la  di ordine p , vale R'=|= o. Ciò 
significa che, per la nostra  V n , le cu rvatu re principali sono stazionarie\ poiché 
O è un pun to  qualsiasi, possiamo dedurre: Se in tu tti i  p u n ti d i una regione 
d i una  V«C E w+I la metrica indotta d a ll  ambiente è simmetrica e il  rango della 
seconda fi  orma fondam entale è p  (2 p < p  n), in ogni punto v i sono solo due 
curvature principa li distinte {di molteplicità p  ed n — p  rispettivamente) e 
queste sono costanti.
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Si può allora applicare un risu lta to  di A. Fialkow (ved. [2], teor. 6. n. 2), 
e concludere che la considerata regione di V* appartiene necessariam ente a 
un cilindro che p ro ie tta  ortogonalm ente una sfera S ^ C E W+I. Dunque: Se la 
metrica indotta dall'ambiente in una (regione di) V « c E ^ +I è sim m etrica , e 
i l  rango della seconda fo rm a  fondamentale è (in ogni punto) uguale a 
p  (2 <f p  n), la regione appartiene necessariamente a cilindro che proietta 
ortogonalmente una sfera d i F f +I (e viceversa, come già si è no ta to  al n. 2).

12. I l  CASO DI p  < f 3. -  R esta infine da considerare l ’ipotesi in cui il 
rango di (c;f) sia m inore di 3. Sia dapprim a p  =  2. Nelle notazioni del n. io, 
potrem o ancora tra rre  dalle (10.1) e (6.4) la conseguenza che sono nulli 
tu tti  i coefficienti di c3, salvo, al  p i ù , cTII , c1I2, cX22 , c222 . M a, appunto  poi
ché è p  =  2, il caso vi) del citato  num ero dà luogo a due sole relazioni, e 
precisam ente:

Crii 2̂2  ̂ 1̂12 C2 ~j~ C122 1̂1 == O

1̂12 2̂2  ̂ 1̂22 *̂12 “j-  2̂22 1̂1 O ,

dalle quali evidentem ente non si può dedurre c3 =  0.
Esse, tenuto  conto dell’ipotesi p  =  2, ci dicono che il p rodo tto  delle 

uniche due curvatu re principali di V» non nulle (in O) è in O stazionario.
Q uanto  alle -(7.1), che esprimono rannu lla rsi dei term ini di i° ordine 

nelle x* nello sviluppo di V/ R hijk, esse non si possono scrivere, giacché ora 
non è più c3 =  o; in luogo di esse varranno relazioni che si ottengono subito 
dalle (5.3), e che non scriviam o per brevità: da queste si vede però quasi im 
m ediatam ente che, anche nel caso attuale , sono nulli tu t ti  i coefficienti di c4, 
salvo al più, cj^oe (X , 7r , or, s =■ 1,2),  d i guisa che la calotta del 40 ordine d i N n 
appartiene a un cilindro luogo d i oc2 che proiettano ortogonalmente una
superficie dell’E 3 : x 4 =  x n+I =  o, la quale, per le (12.1) ha in  O curvatura 
gaussiana stazionaria non nulla (per essere p f>  r). M a questa volta non si 
può più concludere nulla sull’eguaglianza o meno delle cu rvatu re principali di 

■ V* in O e tan to  meno applicare il citato  risu ltato  di Fialkow. Si può tu tta v ia  
asserire, poiché O è un punto  qualunque che u n a N  simmetrica d i En+I, tale 
che in  ogni punto la seconda fo rm a  fondamentale abbia rango 2, è necessaria
mente luogo di E n 2, lungo ciascuno dei quali è fisso Viperpiano tangente\ inoltre 
la curvatura riem anniana relativa alle giaciture 2—dimensionali ortogonali agli 
sjpazi generatori (che non form ano necessariamente una distribuzione integra
bile) è costante.

13. Se, infine, p  >  2, non occorre fare alcun calcolo: d ifa tti, se p  == 1, 
si tra tte rà  necessariam ente di una sviluppabile (luogo degli spazi osculatori 
a una curva), la quale, per le ipotesi fa tte , non può avere singolarità al finito, 
e quindi è necessariam ente un cilindro, luogo di j f l~ x p ro ie ttan ti una curva 
(di E 2). Se poi p  =  o, si t r a t ta  di un iperpiano, e vale quindi il risu lta to  enun
ciato al n. 2.

(12.1)
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14. CONSIDERAZIONI f in a li . -  I ragionam enti dei num eri precedenti 
hanno ca rattere  locale e valgono quindi -  a priori -  solo per porzioni suffi
cientem ente lim itate  della V n in esame; i risu lta ti o tten u ti hanno tu tta v ia  
ca rattere  globale nelle ipotesi precisate di differenziabilità e di connessione; 
in fa tti, e supposto F interò p  più volte incontrato  m aggiore di 2, non può 
avvenire che una V» sim m etrica (connessa) si componga di pezzi corrispon
denti a valori differenti di p\ basta  scrivere in fa tti l ’equazione della V» -  
che, a meno di un m ovim ento di Ew+I -  è;

(x1)2 +  (x2)2 +  •• ' •+ (xpy +  (x*+*y =  R2

per constatare  che un cam biam ento del rango considerato si tradurrebbe 
in d iscontinu ità  per esempio della seconda forma fondam entale, ciò che non 
può essere’essendosi supposta almeno di classe C5. Si osservi infine che, 
lasciando im pregiudicato il caso p  — 2, i r isu lta ti re la tiv i a p  =  o ovvero 1 
sono senz’altro  globali.
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