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RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 13 gennaio 1962

Presiede 1/ Presidente Gino (CASSINIS

NOTE DI SOCI

Analisi matematica. — Criter: di secondo grado sufficient: per
ol minimo assoluto di wun integrale pluridimensionale del primo ordine
nel vettore minimante. Nota @ del Socio MAURO PICONE.

Designino: D un dominio regolare dello spazio reale euclideo ad » dimen-
sioni, il cui punto generico sia indicato con x e con %, ,x,,-- -, 2 lo siano le
sue coordinate; §D la frontiera di D; G un campo, cio¢ un insieme aperto,
dello spazio reale euclideo, a 7. dimensioni, essendo » un qualsivoglia nu-
mero naturale, il cui punto generico sia indicato con p € con g (7=1,2,---,7;
h=1,2,.-,7) lo siano le sue coordinate; ¥ (¥) un vettore a 7 compo-
nenti reali ¥, (x) A (%) ,- -+, 9 (), funzioni del punto x, di classe v (v = 1)
nel dominio D (cioé ivi continue con le loro derivate parziali fino a quelle,
incluse, d’ordine v) tali che, posto

¥ o .
’—:Pﬂu (Z:I,Z,-~-,7’L;;L=I,2,"‘,7’),

3:;‘;,

si abbiano sempre le coordinate di un punto di G ; ¢’ (x) e p” (x) due vettori,
a 7 componenti reali g; (x),e/(*) G =1,2,.--.,%), funzioni di x, definite

(*) Presentata nella seduta del 13 gennaio 1962.
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nel dominio D, potendo esse divenire o essere sempre infinite, verificanti le con-
dizioni:
pi(x) =o0,p (¥) =0, per xeD
p: (%) 4+ pi (x) >0, per x nell'interno di D

R (x) l'insieme, dello spazio reale euclideo del punto » (3,9, , -, ¥»), fun-
zione del punto x, definita, in D, dal verificarsi delle limitazioni:

Ji(x)—p () Sy =Fi(@) + el (%) (GE=1,2,---,n);

T linsieme, supposto un dominio, dello spazio euclideo a 7 + » dimensioni,
del punto (%, , %, ,-*+, %r; Y., ¥a, -+, ¥n), luogo dei punti, di tale spazio, per
i quali si ha:
xeD , yeR(x);
f(x ,LV 1_7)) Ef<x1 y X2yt 'yxr;yl ’yz [ ’)yﬂ ;pu ’PI2 )yt 'yﬁ"”)y

una funzione reale del punto (x,¥,2) = (%, %, -, %Yy Var " Yn;
Dur s Prass + vy Pur), continua al variare, indipendentemente 'uno dall’altro, del
punto (x,¥) = (%, , %, ,+ ", % ;¥ , Y2, "+, ¥») nel dominio T e del punto
= (Pu, pras -+, pwr) nell’insieme G, cio¢ continua nell’insieme T XG ;
EM (TXG) linsieme, al quale appartiene il vettore ¥ (x), di vettori y (x), a %
componenti reali ¥, (x), . (%) ,- - -, ¥ (), funzioni del punto x, di classe v
in D, tali che, per x in D, il punto [x,y (®)] =[x, 5. (*), 5. (%), -+, ¥ (x)]
¢ in T e, posto

oy;
3xy,

=pﬂ'hr (i:l,Z,---,ﬂ;}l:I,2,~-',7’>

il punto 9y,[ox, , 3y, [ox, ,- -+, yuféx,, in G, verificanti I'identita:
y (%) =9 (), per xeD.

Designata, per ogni vettore y (x) di E® (TXG), con %' (x) la matrice
jacobiana

O(Y1sY2s s V)

(X1, %2, v, %,)

come con p si designa la matrice ((p:1)), dall’identita

(1) L0) = [Fle.3 @),y @] de =
D
[f[x;,xzw-~,x,;y1(x1,x2,--~,x,),'yz(x,,x2,---,x,),---,yn(xl,xz,---,xr);
D
) ) 3
Tﬁy](xl’xzy...’xr),a_hyr (xI'xz’...,x,>’...’a_%yn<xr,x2’...’xr> dxldx2...dxr

viene definita in E™ (TXG) una .funzione reale I (y) del vettore y (x).
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In una mia recente Memoria ® ho esposto vari criteri e loro applicazioni
(alla separazione degli autovalori per un parametro reale da cui dipende il
sistema euleriano, di equazioni a derivate parziali, competente alla funzione f),
sufficienti affinché il vettore ¥ (x) dia a I(3) il suo minimo valore in E®
(TXG), ciog, come brevemente soglio dire, affinché ¥ (x) renda minimo o mi-
nimizzi 1 (y) in E® (T XG). I risultati di questa Memoria — che comprendono,
come casi particolari, tutti quelli stabiliti nei miei precedenti lavori dedicati
ai criteri sufficienti di minimo assoluto per integrali che non dipendono dalle
derivate della funzione minimante, d’ordine superiore al primo — poggiano
sull’effettiva costruzione di funzioni che ho chiamato &’invarianza (del primo
ordine) per l'insieme E™ (T XG). Una funzione reale

v(x,¥,0)

del punto x, del vettore y e della matrice p, continua in' T X G, & da me detta
d’invarianza (del primo ordine) per I'insieme E™ (T X G), se l'integrale

L) = [olry@.y @]

D

¢ costante in E® (T X G), e, evidentemente:
. La varieta y = ¥ (x) minimizza 1 (y) in EW (TXG), se per una fun-
zione v (x,y ,p), dinvarianza per [linsieme E™ (T XG), riesce, in TXG,

@ [y, )—v@,y,0)—Fflx, 5@, 5 @] +vx, 5@, 5 @] =o

e propriamente, se l'eguaglianza si ha soltanto per y = 9 (x) ¢ p = 3y ().
Supposta la funzione £, per ogni punto (¥, ) di T, di classe uno, rispetto
alle variabili p;; e introdotta la funzione di Weierstrass:

Wf(xry:P)P’)E
Fay ) —f @y )= X Xfoy &9, 8) (B — 1) @

sussiste il seguente teorema [dimostrato in (4/), al n. 6; teor. XV] che.chiamo
della funzione di Weierstrass.

II. Se la funzione f(x ,y , p) e la funzione d’invarianza v (x ,y , 2) sono
entrambe, per ogni punto (x ,y) di T, di classe uno rispetto alle variabili pis,

(1) Dal titolo: Criteri sufficienti per il minimo assoluto di un integrale pluridimensionale
del primo ordine nel vettore minimante, pubblicata nella « Memorie dell’Accademia Nazionale
del Lincei », Volume VI della serie VIII, pp. 281-338. Sara, nel testo; citata questa Memoria
indicandola con (A4).

(2) Mi sono permesso di indicare con Wy la funzione di Weierstrass competente alla f,
parendomi opportuno riservare la notazione Ef alla designazione dell’opératore sul vettore
¥ (x), che ha per risultato un vettore, del paria 7z componenti; date dai prifni membri delle
7 equazioni -a derivate parziali, costituenti il sistema di Eulero competente alla f.
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condizione necessaria affinché si verifichi, in TXG, la (2) é che, in DXG, si
abbia:

Wrx, 9,9 ,0)—Wo(x,5,5 ,p) =o.

Per v =1 esistono [cfr. (M), ni 1 e 6] funzioni d’invarianza lineari nelle
pin, tutte date dall’identita:

i=1 h=1

® v@rp=X XBE. )+ | X BB, ds+ AR
7@

ove A (x) e le B (x, y) sono funzioni reali arbitrarie, continue in T, le B#
con le derivate

ih th 73 . .
(4) Bx,' 1} Byj ) B;lz-"j (Z,]——"’I,Z,'-',%;/l-:I,2,-~-,7’),
verificanti le identita
ik h
) B}’j = Bi/,' ’

e l'integrazione, per ogni punto x di D, s’intende estesa ad una qualsivoglia
curva assolutamente continua, tracciata in R (x), terminata ai punti ¥ (x)
e y. Con questa funzione d’invarianza, avendosi W, = o, il teorema della fun-
zione di Weierstrass, fornisce la classica condizione di Weierstrass per la va-
rieth ¥y = ¥ (x), condizione, perd [cfr. (M), n. 2] che, se (#— 1)-(r— 1) >0,
non & necessaria affinché ¥ (x) minimizzi I (y) in E® (T X G).

Per v=2 e per (w —1)-(r — 1) > 0, esistono funzioni d’invarianza le
quali, nelle variabili p;s, possono essere polinomi di grado # (», %), designando
m (7 ,») il minimo fra i numeri» e 7 ® e con una tale funzione d’invarianza,
il teor. II fornisce il seguente.

I11. Condizione necessaria affinché si verificki, in TXG, la (2) é che, in
DXG, si abbia:

(] o
n 4 7 — . o7 — .
O Wi, 5,59~ Ey Dy O e, p— | T T
T 5

o [
i< A<k Din—pin  Pir— P

v

o,

> s . . - . - o7 . °
ove le C*% 7% sono certe funzioni del punto (x, p), polinomi nelle variabili pir— pix
al pin di grado m (v , n) — 2, composti di monomsi, complementari al monomio

(pin— pin) (psia— bi2), mella matrice p— p ©®.

(3) Cfr. A. W. LANDERS, Contributions to the calculus of variations [Univ. Chicago Press.,
Chicago III (1942)]. Al n. 6 di (M) sono date, esplicitamente, alcune funzioni d’invarianza,
per 7.e.» arbitrarii, e, per » = 7 = 2, la pil generale di tali funzioni.

(4) Data una matrice « di elementi @j;, di 7 righe e 7 colonne, dico che un monomio, i cui
fattori sono tutti elementi di &, & competente alla matrice, se esso & del tipo @; s, @i 4, - Tighs,
con s < m (r,n), essendo 7:,%z,-++,%s € k1 ,%2, -+, s combinazioni della classe s, ri-
spettivamente, dei numeri 1,2,---,7 € 1,2,---,7 e che due monomi, entrambi compe-
teuti alla matrice, sono &a di loro complementari, nella matrice stessa, se il loro prodotto
compete, a sua volta, alla matrice. )
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Come si vedra coi teoremi VI, VII, e VIII della Nota presente, & da ri-
tenersi ben fondata la congettura insita nella seguente domanda.

Affinché ¥ (x) minimizzi 1 (y) in E@ (T XG), ¢ quindi in E® (TXG), &
forse mecessaria esistenza di n-r-(n — 1)-(r — 1)/4 funzioni ‘

G (x, p)

dipendenti ovviamente dalla funzione f, per le quali, in DX G sussiste la (6)?

Evidentemente, questa condizione sarebbe assai pit forte di quella data
da McShane ©, secondo la quale affinché ¥ (x) minimizzi I (y) in E® (T XG)
deve aversi, in D XG,

Wf(xyj’)::ﬁ,:ﬁ)zo)

per tutte le matrici p, per le quali la matrice p — j; ha rango uno.

Si possono distinguere i criteri sufficienti di minimo assoluto, dedotti dal
teorema I, a seconda del grado, nelle gy, della funzione d’invarianza per esso
impiegata. Cosl i criteri sufficienti di minimo assoluto considerati nei numeri,
diversi dal n. 6, dalla Memoria (#/), ottenuti impiegando la funzione d’inva-
rianza data dalla (3), si dovrebbero dire Zinears.

Scopo della Nota presente & di enunciare taluni criteri, &7 secondo grado,
sufficienti per il minimo assoluto, i quali mi sembrano particolarmente
espressivi.

1. UN CRITERIO DI SECONDO GRADO SUFFICIENTE PER IL MINIMO AS-
SOLUTO. — Al n. 6 di (M) & osservato che la funzione, di secondo grado
nelle p:,

v(x,y,8)= Ez’j Eﬁ} CéRik. (pin pjn— pir pin)
i<i <k
n v . J’” »
+ X X B (x,3) pa + | XX B (¢, dys,

i=1 k=1
7

essendo le C*#7% [in numero di 7-7%-(r — 1)- (% — 1)/4] costanti arbitrarie e le
B funzioni, pur esse arbitrarie, continue in T con le derivate (4), verificanti
le identita (5), & funzione d’invarianza per l'insieme E® (T XG), e pertanto,
posto

w(p) = Xy T % (9 pia— pis )

i<s <k

(5) E. I. MCSHANE, On the necessary condition of Weierstrass in the multiple inte-
gral problem of the Calculus of variations [« Annals of Mathematics», vol. .32 (1931),
Pp- 578-590].
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si ha il criterio di secondo grado, sufficiente per il minimo assoluto espresso
dal teorema:

IV. Posto

(1.1) Q,y,p)=Ff(x,y,p)—F @ —u(p)+uB

— ¥, yw—/EEB ST 5

=1 i=1h=1 i=1 k=1
%)

lavariets y = § (x), supposta di classe due in D, minimizza 1 (y) in E® (TxG)
se si possono scegliere le costanti C**7* ¢ le funzioni B (x ,y), in modo che si
abbia, in T X G,

<I~2) Q(x,y,p)go

e propriamente se I'eguaglianza si ha soltanto per y = ¥ (x) ¢ p = 3’ ().
Supposto verificata la (1.2), essa, postovi y = ¥ (x), da Q (x, ¥ ,p)=o0

e poiché Q (x, ¥, jg) = 0, ne seguira, essendo G un campo,
Qﬁ,'k(x ’ Jg ) p) Efl’ih — B — u}’ilz (P) =0

e quindi, posto ,

(1.3) B =/, — sy, (p) + M

. / . o . . . .
si ha M* = o. Supporremo che la J3,, possieda, continua in T, la derivata par-

ziale prima rispetto alla x;. In tale ipotesi le funzioni M, definite dalle (1.3)
riescono [cfr. le (4) e (5)] continue, in T, con le derivate

th z/t ih
(1.4) M, M, M

e verificano le identita:
(1.5) M=o, inD ; M) =Mj, inT.
Introducendo le (1.3) nell’espressione (1.1) di Q, si trova:
(1.6) Qx,y,p) =
F@ 3 =@ — X o pn— )=+ u () + B E 10, B (s — )
— 33 Mg — E B[ s st () + M 0.

i=1h=1 —1
I

(6) Per una funzmne F (x,y,#), definita in T X G, la notazione F (x) designa la fun-
zione F[x,5 (2),5 (1)].
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Supponiamo ora che la / sia ovunque di classe uno anche rispetto alle
variabili y; e che la varietd y = ¥ (x) sia un’estremale per 'integrale I (»). Se
si osserva che:

I 7
3 o 9 2 o
}gx ath?ﬂ,EfJ’i ’ }121 %, u?,‘}, (P) =0,
H <] o
Din—Pin  Pir— pir

N . o_”r . 9 Z~—.°,-E”..r Citik . o |
) —u@)— X X s, () (ps— i) = X, B, P S

i<] <k

la (1.6) fornisce allora, I'identita
(1.7) Qx,y,p) =
ch Pl/t P;k sz

()

Pin— Pﬂz Die— Djr

W, 5,0,8) — E,,EMCM

l/j h<k

+Q x,y,p),

essendo

(1.8) Qx,y,p) =

n

fx 'V ap) —f(x v_:ﬁ ;]ﬂ"";fi,@‘) (yi—jc/,i).——;g M'}lﬁzh—‘/‘ngm dy;,

—'V(x)
cid che ha di conseguenza il teorema:

V. Se, essendo f (x ¥, ), di classe uno, in T XG, rispetto alle variabili y;
e pin e lavaricta y = § (x) un’estremale di classe due inD, esistono n.-r- (n—1)
-(r — 1)|4 costanti C*"% per le quali riesce in DXG,

(o) Wi, 5,7, 0)— 3, 5, cm| P In b b
i<i h<h ?;h-—ﬁ,;, bit— P

la detta varieta minimizza 1(y) in E® (TXG) se si possono scegliere le
n-r funzioni M, continue in T con le derivate (1.4), verificanti le identity
(1.5), ini guisa che, con la Q' (x,y , p) data dalla (1.8), risulti, in TXG,

(1.10) Q’(x?y,p);o

e propriamente se, almeno una, delle (1.9) e (1.10), ¢ soddz’sfaz‘m in senso stretto,
se si ha cioé, I’ eguaglzanza, nel[a (1.9), solo quando sia p = p o nella (1.10)
solo quando siay = ¥ (), p = ¥ (x).

Ovviamente, se la funzione f (x , v, p) einT X G, di classe due rispetto
alle variabili p;; e il campo G & sempre convesso rispetto al punto _z), la(1.9)¢
verificata se la forma quadratica nelle variabili reali &;:

(I' I I) 2;; zhk fpzh p]k (x ¥, ])) g’/’ Efk - 2 Hz/ Ehk Cl}l/k (E.'z/z g]k —_— E.»zk E,glz)

z<] }z<k

si conserva, in D, semidefinita positiva e, in senso stretto, se la stessa forma
¢ ivi sempre definita.
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Per le applicazioni & interessante osservare che la forma (1.11) pud risul-
tare semidefinita o definita positiva, anche quando la forma al suo diminuendo
sia indefinita.

2. CRITERI DI SECONDO GRADO SUFFICIENTI PER PARTICOLARI ESTREMALI. —
Assunte le M#* tutte identicamente nulle, il criterio espresso dal teor. V, for-
nisce i due notevoli seguenti.

V1. Se per Pestremale y =9 (x), si ha, in D,

o O, .
fyi[x’y<x))y(x>]50) (2=I,2,---,7’l>
ed ¢, in DXG, vertficata la (1.9), essa minimizza 1 (y) in E® (T XG), se si ha,
in TG

(2.1) FEy,)=f(x, 5,9,

e propriamente se, almeno una delle (1.9) o (2.1) é soddisfatta in senso stretto.
VIL. Se nell’interno di D, si ha:

p; (%) pi (%) >0, G=1,2,--,n),

Pestremale y = § (x) minimizza 1 (y) in E@ (TXG), se, in DXG, & verificata
la (1.9) e, in T X G, la (2.1).

Al n. 8 di (M) & osservato che se per la varietd estremale y = ¥ (x) sussi-
stono, in DX G, le » identita:

(2:2) Syl I @, o=/ () + X XEF @ pn (G=1,2,---,m),
ove la a/(x) e B/ (x) sono note funzioni, dipendenti soltanto dal punto x,
continue, in D, con le derivate B}c’; (x) ivi verificanti, le identitd
(2.3) @"f"(x)sﬁf”‘(x) Gj=1,2,--,n;h=1,2,--.,7),
scelte, arbitrariamente, le 7-7.(% + 1)-(z 4+ 2)/3 funzioni

?ijlh(x:y) (i,j,l:I,2,--~,n;/l=1,2,---,r),
di classe uno in T, ivi soddisfacenti le identiti

Qi = @ilih = @iith = ilih = ©lith = lith

<24) wlh —

e

ilth
vy cPﬁ"l ’

e assunte, per le funzioni M?, nella Q' data dalla (1.8), le soluzioni delle
equazioni:
. Py 0. . ) o . .
M;’_};'J’] = o ’ M‘h =0 bl M;’i == szh )

si ha

(2'5) Q’(x’ﬁ;p)EQ;’;(x’Jg»p)Eo (Z'=I’,2,-",%),
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e, supposta f (¥, ¥, p) ovunque di classe due rispetto alle y;,
(2:6) Qy(x,y,0) =

n

¥
Syn—3, Zopa— Zomn+ 2 Semia— |3 Soma.

=1 l" =
¥ @
Verificandosi le (2.5), risultera soddisfatta la (1.10) in T XG, se, ivi, la
forma quadratica nelle variabili reali n;:

(2‘7> E]’IQ.’VJ'J’I (x’y’p)'yb”)l ’

si mantiene semidefinita positiva e in senso stretto se la stessa forma & definita,
onde il teorema:

VIIL. Se per la varieta estremale y = y (x) son soddisfatte, in DXG, le
(1.9), (2.2) e (2.3), essendo le funzioni o/ (x) , p7* (x), continue, in D, con le deri-
vate Bi’; (%), essa minimizza 1 (y) in E@ (T XQ), se si possono scegliere le fun-
zioni Q7™ (x| y), di classe uno in T, ivi verificanti le identits (2.4), in guisa tale
che la forma quadratica (2.7), con i coefficienti dati dalle (2.6), sia sempre
semidefinita positiva in (I XG). Il minimo é proprio se la stessa forma, é
definita positiva o se la (1.9) é soddisfatta in semso stretto.

E da osservare quanto segue [cfr. (M), n. 8].

1° se si assumono tutte le ¢?7#% identicamente nulle, la forma quadratica
(2.7), si riduce, semplicemente, alla

211 fyjyl"“‘ E Bﬂh (x) N N5

2° se, in T X @G, sussistono le identita:

f,y,p)=gx,y, p)-I-E EY”‘(x Wi +v(x, ),

i=1 A=1

gy,-(?ﬁ,y,p)so , Y;,}’.EY;};,

J

essendo le funzioni g e v, continue in TXG, e di classe due rispetto alle y; e
le funzioni ¥*# continue in T, con le derivate Y;,j ivi di classe due, assunte le

ijih — ~ih
® Yy in

la forma quadratica (2.7) si riduce, semplicemente, alla

;ﬂ [gyjy](x ,J/,P) + Yy]-yl(x :y> 2 Y;}llzyl ’ ;V)} N =
211 [fy YT E ;Y}h yl<x ¥) pirn— EYxhyl< ’J’>] N M.

Adunque, coi teoremi VI, VII, VIII si hanno esempi di varieta y = 7y (%),
che rendono minimo l'integrale I () in E® (T XG), per le quali non soltanto
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la funzione di Weierstrass ¢, in DX G, non negativa quando il rango della
b ,
matrice p — $ & uno (conformemente alla citata condizione necessaria di
McShane), ma, qual si sia tale rango, &, in D X G, non negativa la somma di
) b )
quella funzione con una certa coombinazione lineare, a coefficienti costanti,
dei determinanti

Din— pin  pPir— Pi'k
bin—Pir  Pjt— Dj
Cosi, per la funzione d’invarianza v (x, y, p), impiegata al n. 1, la fun

zione § (x) rende, simultaneamente, minimo e massimo, in E® (T XG), I'in-
tegrale, esteso a D, di v[x,» (), (x)], e si ha:

Din — _zgz‘;, pir— }C;z'kv
pin—bin bi— bir |

I

Wa(x,ﬁ,y"’,ﬁ)——E,-j 2 5 Ct O

I
1L h<k

e non soltanto W, (x, 4, ¥, p) = o quando & uno il rango della matrice p — po



