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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di S cienze fisiche, m atem atiche e naturali

Seduta del 13 gennaio igÓ2 

Presiede il  Presidente G in o  C a s s i n i s

N O T E  D I  S O C I

Analisi matematica. — Criteri di secondo grado sufficienti per  
i l  minimo assoluto di un integrale pluridimensionale del primo ordine 
nel vettore minimante. N o ta (*} d e l Socio M a u r o  P i c o n e .

Designino: D un dominio regolare dello spazio reale euclideo ad r  dim en
sioni, il cui punto  generico sia indicato con x  e con x z , , • • - , xr lo siano le
sue coordinate; cFD la frontiera di D; G un campo, cioè un insieme aperto, 
dello spazio reale euclideo, a n -r  dimensioni, essendo n un qualsivoglia n u 
mero naturale, il cui punto  gen erico  sia indicato con p  e con pi a (i— 1 , 2 , • • •, n ; 
h — 1 ,2  , • • • ,V) lo siano le sue coordinate; y  (x ) un vettore a n  compo
nenti reali y z (x) y 2 (x) , • • - , y n (.x), funzioni del punto  di classe v (v ^  1) 
nel dominio D (cioè ivi continue con le loro derivate parziali fino a quelle, 
incluse, df>ordine v) tali che, posto

i o
= P * } (i =  i , 2 , • • •, n ; h =  1 , 2 ,. . •, r) ,

si abbiano sem pre le coordinate di un punto  di G ; p' (x) e p" (x ) due vettori, 
a n  com ponenti reali p/ (x) , pi (x) (z =  1 , 2 , • • •, n), funzioni di x , definite

(*) Presentata nella seduta del 13 gennaio 1962.
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nel dominio D, potendo esse divenire o essere sempre infinite, verificanti le con
dizioni:

Pi (x) 2  ̂ o , p'-' (x) ^  o , per x  e D 
Pi (oc) +  Pi 0*0 >  o , per x  nel l’interno di D

R 0*0 l’insieme, dello spazio reale euclideo del punto  y  (yx , y 2 , • • - ,y n), fun
zione del punto  x y definita, in D, dal verificarsi delle limitazioni:

y i (oc) —  pi 0*0 ^  yi ^  h  (x ) +  Pi (oc) (i =■1 , 2 ,. • •, n)\

T  l’insieme, supposto un  dominio, dello spazio euclideo a n +  r  dimensioni, 
del punto  (xx , ,* • •, xr ; y x , y 2 ,• • -,yn), luogo dei punti, di tale spazio, per
i quali si ha:

x e D  , j / e R ( r ) ;

f ( % > y > P ) = f ( x x , x a , - - - , x r ; y I , y a , - - - , y n ; p xl , p 19, - - - ,  pur),

una funzione reale del punto  (x , y  y p) == (xz , x a xr ] y z , y z , • • - , y n ] 
Pa > Pii , • * * , /w ), continua al variare, indipendentem ente l’uno dall’altro, del 
punto  (x y y)  — 0rx , # 2 , • • •, xr ; y x , , • • •, y n) nel dominio T  e del punto
p  == (pzl , p 1<2 ,. • •, pnr) nell’insieme G, cioè continua nell’insieme T x  G ;
E (v) (T x G )  l’insieme, al quale appartiene il vettore y  (x), di v e tto r iy  (x), a n 
com ponenti reali y x (x) , y 2 (x) ,* - • , y n (x)y funzioni del punto  x y di classe v
in D, tali che, per #  ih D, il punto  [x , y  (x)] == [x , y z (x) , y 2 (x) , • • •, y n (x)\
è in T  e, posto

 ̂ " := Pih 1 (Ì I , 2 , • • • , H , h =  I , 2 , • • • , t)
cxh

il punto  dyJdXj , dyjdx 2 , • • - , dynfèxr , in G, verificanti l’identità:

y  (x) — y  (x) , per x  e 3D .

(* =  1 , 2 , . . . ,  *i);

D esignata, per ogni vettore y  (x) di E (v)(T x G ), con y  (x) la m atrice 
jacobiana

3 (y i,y a ,” -,yn)
3 (xi, *2 , • •, xr) *

come con p  si designa la m atrice ((pih)), dall’iden tità

C1) I O) =  J / [ x , y  (x) , y  (^)] dx  =

j  /  [ * x , * 2  , • • • , ^  ( * i  , , • • • , X r )  , O ,  , * 2 , • ;  • , X r )  , ■ ■ • , y n ( x z , X ?  , ■ ■ ■ , X r ) \

D

Xi (001, x 2 ,*•*,  xr) , Xi O*̂  < x 2 , • • •, xr) , • •, ^  yn (xx , x 2 , • • • > #»•)-■ d̂ Tj d#2 • • *d̂ Kv

viene definita in E (v)(T x G )  una funzione reale I (y) del vetto re y  (x).
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In  una m ia recente M em oria (l) ho esposto vari criteri e loro applicazioni 
(alla separazione degli auto  valori per un param etro  reale da cui dipende il 
sistem a euleriano, di equazioni a derivate  parziali, com petente alla funzione / ) ,  
sufficienti affinché il vetto re y  (x) dia a I (y) il suo m inim o valore in E (v) 
(T XG), cioè, come brevem ente soglio dire, affinché y  (x) renda minimo o m i
nimizzi I (y) in  E (v) (T x G ). I risu lta ti di questa M em oria -  che com prendono, 
come casi particolari, tu tti  quelli stab iliti nei miei precedenti lavori dedicati 
ai criteri sufficienti di m inim o assoluto per integrali che non dipendono dalle 
derivate della funzione m inim ante, d ’ordine superiore al prim o -  poggiano 
svlYeffettiva costruzione di funzioni che ho chiam ato d'invarianza (del primo 
ordine) per l'insieme E (v) (T X G ). U n a  funzione reale

v (x , y > P),

del punto  x y del vetto re y  e della m a tr ic e / ,  continua in T x G ,  è da me d e tta  
d ’invarianza (del prim o ordine) per l’insieme E (v) (TxG ), se l’integrale

E  (y) =  j  v [x , y  (x) ,, y  (x)] d#,
D

è costante in E (v) (T X G), e, evidentem ente:
I. La varietà y  =  y  (x) minimizza  I (y) in E(v) (T x G), se per una fu n 

zione v (x , y  , / ) ,  d'invarianza per l'insieme E(v) (TxG ), riesce, in  T x G ,

(2) f ( x , y  , / )  — v ( x , y ,  p) — /  [x , y  (x) , y  (xj] +  v [x , y  (x) , y  (x)] ^  o,

e propriamente, se l'eguaglianza si ha soltanto per y  — y  (x) e p  — y  (x).
S upposta la funzione/ ,  per ogni punto  (x , y) di T , di classe uno, rispetto  

alle variabili / a  e in tro d o tta  la funzione di W eierstrass:

W/ ( x yy  , p  , p r)  =

n r

f { x  , y ,  / )  — /  (x , y  -, p) —  X  X A a  (X  y  > P) (Pi* —1 Px> (2)
i = i  h =  i

sussiste il seguente teorem a [dim ostrato in (M),  al n. 6, teor. XV] che chiamo 
d e l l a  f u n z i o n e  d i  W e i e r s t r a s s .

II.  Se la funzione f  (x' , y  , / )  e la funzione d'invarianza v (x , y  , p) sono 
entrambe, per ogni punto (x , y) d i T,  di classe uno rispetto alle variabili pihy

(1) Dal titolo: Criteri sufficienti per il  minimo assoluto d i un integrale pluridimensionale 
del primo ordine nel v£ttore minimante, pubblicata nella «Memorie dell’Accademia Nazionale 
del Lincei », Volume VI della serie V il i ,  pp. 281-338. Sarà, nel testo, citata questa Memoria 
indicandola con (M).

(2) Mi soho permesso di indicare con W/  la funzione di Weierstrass competente alla/ ,  
parendomi opportuno riservare la notazione E/.alla designazione dell’operatore sul vettore 
y (x)t che ha per risultato un vettore, del pari a n componenti; date dai primi membri delle 
n equazioni a derivate parziali, costituenti il sistema di Eulero competente alla/ .
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condizione necessaria affinchè si verifichi, in  T x G ,  la (2) è che, in D x G ,  si 
abbia:

W / ( x , y  , y  ,p )  —  W v ( x , $  , /  ,P)  ^  o .

Per v == 1 esistono [cfr. (.M ), n1 1 e 6] funzioni d ’invarianza lineari nelle 
pih, tu tte  d a te  d a ll’iden tità :

y

(3) v ( x , y , p) =  2  'Èi B‘A (x . y)pih +  f  j t  2  O > y) dy* +  A  O )
i —i h — 1 J  i —i h =  i

0  Vy (*)

ove A  (x) e le B*A (a; , y)  sono funzioni reali a rb itra rie , continue in T , le 'Rih 
con le derivate

(4) B* , B“ , (i , j  = 1 , 2  . . , n ; h =  1 , 2  , -

verificanti le id en tità

(5) B% -  -

e l ’integrazione, per ogni pun to  x  di D, s’intende estesa ad una qualsivoglia 
curva assolutam ente continua, tracc ia ta  in R (# ), te rm in ata  ai p un ti y  (x) 
e y .  Con questa  funzione d ’invarianza, avendosi W v =  o, il teorem a della fun
zione di W eierstrass, fornisce la classica condizione di W eiers trass per la va
rie tà  y  =  y  (x), condizione, però [cfr. {M),  n. 2] che, se (n —  i)* ( r—  i ) >  o, 
non è necessaria affinché y  (x) m inimizzi I (y ) in E (v) (T X G).

Per v =  2 e per ( n —  i)* ( r—  1) >  o, esistono funzioni d ’invarianza le 
quali; nelle variabili pih , possono essere polinomi di grado m ( r , n), designando 
m (r , n) il m inim o fra i num eri r  e n (3> e con una tafe funzione d ’invarianza, 
il teor. II  fornisce il seguente.

II I .  Condizione necessaria affinché si verifichi, in T x G ,  la (2) è che, in 
D x G ,  si abbia:

(6) W f ( x J  , f  , p ) ~  %  ( x , p - p )
I I

i  < /  h <  k

ove le Cihj'k sono certe funzion i del punto (x ,p), polinomi nelle variabili Pìh— pih 
al p iù  d i grado m (r , n) —  2, composti di monomi, complementari al monomio

0 0 o{pih —- pih) {pjk •— pjk), nella matrice p  — p  3 (4).

(3) Cfr. A. W. LANDERS, Contributions to the calculus of variations [Univ. Chicago Press., 
Chicago III (1942)]. Al n. 6 di (M) sono date, esplicitamente, alcune funzioni d’invarianza, 
per r  e n arbitrarii, e, per r  ~  n ==■ 2, la più generale di tali funzioni.

{4) Data una matrice a di elementi , di n righe e r  colonne, dico che un monomio, i cui 
fattori sono tutti elementi di a, è competente alla matrice, se esso è del tipo aj & Uî ĥ  • • aishs > 
con s <£ m {r , n), essendo i x , i 2 , • • •, i5 e h i , h2 , • • •, hs combinazioni della classe j, ri
spettivamente, dei numeri 1 , 2 ,• • •, n e 1 , 2 ,• • •, r  e che due monomi, entrambi compe
tenti alla matrice, sono tra d i loro complementari, nella matrice stessa, se il loro prodotto 
compete, a sua volta, alla matrice.

0 o
pih —  pih pik ■— pik

o o
Pjh Pjh Pjk Pjk
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Come si vedrà coi teorem i V I, V II , e V i l i  della N ota presente, è da r i
tenersi ben fondata la congettura insita  nella seguente dom anda.

Affinché y  (oc) m inim izzi I (y) in  E ^ (T x G ), e quindi in  (TxG ), è 
forse necessaria resistenza d i n - r - ( n —  i) • ( r —  i)/4 funzioni

c y \ x , p )

dipendenti ovviamente dalla funzione f ,  per le quali, in  D X G sussiste la (6) ?
Evidentem ente, questa condizione sarebbe assai più forte di quella d a ta  

da M cShane (5), secondo la quale affinché y  (x) minimizzi I (y) in E(l)(TxG ) 
deve aversi, in D xG ,

W / ( x , y  , y ' , p) ^  °  >
o

per tu tte  le m atrici p> per le quali la m atrice p  — p  ha rango uno.
Si possono distinguere i criteri sufficienti di minimo assoluto, dedo tti dal 

teorem a I, a seconda del grado, nelle pu, della funzione d ’invarianza per esso 
im piegata. Così i criteri sufficienti di m inim o assoluto considerati nei num eri, 
diversi dal n. 6, dalla M em oria ( J / ) ,  o tten u ti im piegando la funzione d ’inva
rianza d a ta  dalla (3), si dovrebbero dire lineari.

Scopo della N ota  presente è di enunciare taluni criteri, di secondo grado, 
sufficienti per il m inim o assoluto, i quali mi sem brano particolarm ente 
espressivi.

I. U n  c r it e r io  d i  sec o n d o  g r a d o  s u f f ic ie n t e  pe r  il  m in im o  a s 
so l u t o . -  Al n. 6 di (M ) è osservato che la funzione, di secondo grado 
nelle pihy

n r

V (X ’ y  t P) == j  ŷdhk C'thjk * (fiik pjk pìk pjk)1 1i< j h<k
y

+  2 - 2  (x  > y) Pi* +  ( 2 2  B*. (x > y ) dyi  >
i —i h = 1 J  i —i h = 1 «

hoc)

essendo le Cikdk [in num ero di r - n f r —  1 ) - ( n —  i)/4] costanti arb itra rie  e le 
Ba  funzioni, p u r esse arbitrarie, continue in T con le derivate (4), verificanti 
le id en tità  (5), è funzione d ’invarianza per l’insieme E (2) (TxG ), e pertan to , 
posto

n r

U ( p )  —  2  - 2 ^ O W  * ( p i h  p j k  P i k p j h )  >
l i

* < j  h < k

(5) E. I. M cShane, On the necessary condition of Weierstrass in the multiple inte
gral problem of the Calculus of variations [« Annals of Mathematics », voi. 32 (1931), 
pp- 578- 590].



8 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXII -  gennaio 1962

si ha il criterio di secondo grado, sufficiente per il m inimo assoluto espresso 
dal teorema:

IV. Posto

C1 • 0  Q.(x , y  , p ) = f ( x  , y  , P) — f ( x )  —  u ( p ) + u  0 )

y
n r  f * n r  n r

— X X Bih 0 » y) pih — / X 'È  B*. (x  ’ y) dy> + X 2 h *(6),
- —  h =  i ' - 7- - * • ’i=i h = i 1 = 1n = i i =  i h = i

y{x)

la varietà y  =  y  (x), supposta d i classe due in D, minimizza  I (y) in E (2) (T X G) 
se si possono scegliere le costanti CihJk e le funzioni B ih (x ,y),  in modo che si 
abbia, in T  X G,

(1.2) £ l ( x , y , p ) ^ o

e propriamente se V eguaglianza si ha soltanto per y  == y  (x) e p  == y  {x).
Supposto verificata la (1.2), essa, postovi y  =  y  (x), dà Q (x , y  , p) > o 

e poiché Q (x , y  yp)  =  o, ne seguirà, essendo G un campo,

£1pik (x >y >  P )  = f p ih —  B ’7' — upihCp) -- o

e quindi, posto

( I#3 ):. — f*ih ut>ih (P ) +

si ha M ,A =  o. Supporrem o che la f p possieda, continua in T, /# derivata par
ziale prim a rispetto alla xu. In  tale ipotesi le funzioni M +  definite dalle (1.3) 
riescono [cfr. le (4) e (5)] continue, in T, con le derivate

f i .4) Mih M ih\  - t v  xh 9 y j  9 ±xk yj  ’

e verificano le identità:

( 1-5) M ^ - o ,  in  D ; Mjf. =  Nlf. , in T .

Introducendo le (1.3) nell’espressione (1.1) di Q, si trova:

C1-6) Q ( x , y , p )  =
o n r O o n r

9 P) f  (x ) ■ 2 2 fpih * (p** p**) ~  u  (p )  +  u ( p )  +  22 uPih (p )  (pi* ~  p i*)i=i h= 1 i=1 h=i

i = i h—i
- 2 2

J  i = i h —1
hx)

dXh f  *ih u Pih (P ) +  d y .

(6) .Per una funzione F (x , y  ,p),  definita in T x  G, la notazione ?  (x) designa la fun- 
zione F [x ,y  (x ) , y ’ (x)].
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Supponiam o ora che la /  sia ovunque di classe uno anche rispetto  alle 
variabili 47 e che la varietà 4/ — y  (x) sia u n ’estrem ale per l’integrale I (y). Se 
si osserva che:

V  JL_ /  =  3
iTx ixhJpih -J y i 2  dXh upih ( h  =  °  >

u (p) -  « o») -  2 2 «*» (/) (a* -  a*) = 2,y 2tó c,'*y*
2= 1 ^ = 1  T J j

Ì < /  h <  k

la (i.ó) fornisce allora, l’iden tità

C1-?) C l ( x , y , p )  =
o o

 ̂ P i k  p i k

P i h  p i h  P i k  ----- p i k
o o

P  j h  p j h  p j k  p j k

i i
i <  j  h <  k

essendo

(i.8 ) Q ! ( x , y , p )

P j h  P j h  p j k  P j k

-\-Q! (x , y  ,p ) ,

n o n r  f * n r

f ( x , y  , p ) —/  ( x  , y  , p ) — . (*) (y,-— y,-).— 2  2  p i h  / 2  2  d̂ -,
*—t *=i a=i • - - 7 h

y(x)
ciò che ha di conseguenza il teorema:

V. Sé?, essendo f  (x , v , p), d i classe uno, T xG , rispetto alle variabili 47 
e pih e la varietà y  =  _y (#) uri estremale di classe due in D, esistono n- r ' (n  —  i ) 
• ( r— i)/4 costanti Cihjk, per le quali riesce in D x G ,

Pi h  P  ih p i k ---- P i k

pjh —  §jh pjk —  pjk

n r

(1.9) W7 (x , y  , p  , p) —  2 ,y
I I

* < /  h < k

la detta varietà minimizza  I (4/) in E (2) (T X G) se si possono scegliere le 
n -r  funzion i M a , continue in T con le derivate (1.4), verificanti le identità 
(1.5), iw guisa che, con la Ql (x , y  , p) data dalla (1.8), risulti, in T x G ,

( i .io )  , y  , fi) ^  o ,

e propriamente se, almeno una, delle (1.9) e ( i . io ) ,  è soddisfatta in senso stretto, 
se si ha cioè, Veguaglianza, nella (1.9), solo quando sia p  — p  0 nella (1.10) 
solo quando sia y  — y  '(oc) , p  =  y  (oc).

O vviam ente, se la funzione/  (x , y  , p) è in T X G, di classe due rispetto  
alle variabili pih e il campo G è sempre convesso rispetto  al punto  p, la ( 1.9) è 
verificata se la formk quadratica  nelle variabili reali ^  :

( 1 •10  2 ,y  2 hkA -* p j k ( * , y , / ) & i jk — 2 2  i jk _ ^ i jk)t
1 -ji i i

1 < j  h <  k

si conserva, in D, sem idefinita positiva e, in senso s tre tto , se la stessa forma 
è ivi sem pre definita.
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Per le applicazioni è in teressante osservare che la form a (1.11) può risul
tare  sem idefìnita o definita positiva, anche quando la form a al suo dim inuendo 
sia indefinita.

2. C r i t e r i  d i  s e c o n d o  g r a d o  s u f f i c i e n t i  p e r  p a r t i c o l a r i  e s t r e m a l i .  -  
A ssunte le M ik tu tte  identicam ente nulle, il criterio espresso dal teor. V, for
nisce i due notevoli seguenti.

VI. Se per Vestremale y  = y  (.x), si ha> in  D,

f y . [x , y ( x )> y ' O)] =  O , (* =  r , 2 , . . . ,  n)

ed è, in  D xG , verificata la (1.9), essa minimizza  I (y) in  E(2) (TxG ), se si ha, 
in T x G

(2-1) / (x , y  y p ) ^ f  ( x , y , f i ) ,

e propriamente se, almeno una delle (1.9) 0 (2.1) è soddisfatta in senso stretto.
VII. Se nelVinterno di D, si ha:

Pi (x ) Pi  O) >  0  » ( i  =  1 , 2 , . . . ,  n ) ,

V estremale y  =  y  (pò) minimizza  I (y) in  E(a) (TxG ), se, in  D xG , è verificata 
la (1.9) e, in T  X G, la (2.1).

Al n. 8 di (M )  è osservato che se per la varietà estrem ale y  =  y  (x) sussi
stono, in D xG , le n identità :

n r

(2-2) f » j  [ x , y  (x) . P i  =  <*'/(*) +  2  2  f j h ( f i ) p a  (7  =  1 , 2 , . . . ,  n ),
i= x  h =  i

ove la clj (x) e $ty*(x) sono note funzioni, dipendenti so ltanto  dal punto  x y 
continue, in D, ’con le derivate (x) ivi verificanti, le id en tità

(3 .3) § W ( x )  =  §jih (x)  (* J  =  1 > 2 , *'• •, n  ; h =  1 , 2 , • . ., r ) y

scelte, arb itrariam ente, le r-n*(n  +  T ) • (n +  2)/3 funzioni

<p*lh( x yy) (i J , l  =  1 ,2  . ., n ; h =  1 ,2  ,. . -, r),

di classe uno in T, ivi soddisfacenti le iden tità

< P*3Ih —  =  cp j l ih  —  f^lìjh  —  ( p Ijih  ^

mi} Ih =  (q ìjl'h  
T yl  T y l  ’

e assunte, per le funzioni M iA, nella O' d a ta  dalla (1.8), le soluzioni delle 
equazioni:

, MiA =  o , M

si ha

(2-S) Q ' ( x , y  ,p)  =  Q’y. ( x , y  , p)  =  ° (i =  i , 2 , .  • ., n),
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e, supposta f  (x , y  , p)  ovunque di classe due rispetto  alle yi  , 

( 2 *6 )  ^ y j  v i  > V  > f i )  ==

fy.-yt—  2  2  ¥ ilh'pih—  2  Pì®(*) + 2 2  § iilhPik— \ 2  2 ^ “ dy,-.-
2 =  I  / z =  I  ^  =  I  "  * = i  h— i  J  Z = I  ^  =  1 »

5 (#)
z= i h-

Verificandosi le (2.5), risu lterà  soddisfatta la (1.10) in T x G ,  se, ivi, la 
form a quadratica nelle variabili reali vj.:

(2-7)
re

^ j i& y jy i  (x  , P )rl,-’rll ,

si m antiene sem idefinita positiva e in senso s tre tto  se la stessa forma è definita, 
onde il teorema:

V i l i .  Se per la varietà estremale y  =  y  (x) son soddisfatte, in  D x G ,  le 
(1.9), (2.2) e (2.3), essendo le funzion i od (x) , $ijh (x), continue, in D, con le deri
vate (V), essa minimizza  I (y) in E (2) (T x G ), se si possono scegliere le fu n 
zioni (pll lk (x , y), d i classe uno in  T, ivi verificanti le identità (2.4), in guisa tale 
che la form a quadratica (2.7), con i coefficienti dati dalle (2.6), sia sempre 
semidefinita positiva in  (T x G ). I l  minimo è proprio se la stessa fo rm a , è 
definita positiva 0 se la (1.9) è soddisfatta in senso stretto.

È da osservare quanto  segue [cfr. (M) ,  n. 8].
i° se si assumono tu tte  le cp*-'7* identicam ente nulle, la form a quadratica 

(2.7), si ridupe, semplicemente, alla

éji

2° se, in T  X G, sussistono le identità:
n r

f  C*1. y  >P) =  g i r . y . P) +  2  2 T h (x »y)Pn> +  y ( * , y )
i = i  h =  i

g*i (x  , y  , p) =  O

essendo le funzioni g  e y, continue in T x G ,  e di classe due rispetto  alle y.  e 
le funzioni continue in T, con le derivate yjf; ivi di classe due, assunte le

( 0  t j lh  _  y  ih
r  yj  yl ’

la forrha quadratica (2.7) si riduce, semplicemente, alla

2 y /I
n

r

gyj y , ( x , y , P )  +  T>, yt (x  , y)  —  2  Vi* „  (*  > V) + ' rU =
J J h = i  "  1

n r  r

f yj  yi—  2  2  y  y, (+ . y) pih —  2  y f  y. O  - y)

A dunque, coi teoremi V I, V II, V i l i  si hanno esempi di varietà y  =  j? (a:), 
che rendono m inim o l’integrale I (y)  in E (2) (T x G ), per le quali non soltanto
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la funzione di W eierstrass è, in D x G ,  non negativa quando il rango della 
m atrice p  —- /  è uno (conform em ente alla c ita ta  condizione necessaria di 
M cShane), m a, qual si sia tale rango, è, in D x G ,  non negativa la somma di 
quella funzione con una certa coombinazione lineare, a coefficienti costanti, 
dei determ inanti

o o
Pih Pih Pik pik

o o ' *
p  jh P jh Pjk r pjk

Così, per la funzione d ’invarianza v (x , y , p ), im piegata al n. 1, la fun 
zione y  (x) rende, sim ultaneam ente, m inim o e massimo, in E(2)(TxG ), Tin- 
tegrale, esteso a D, di v [x , y  (x) , y  (x)], e si ha:

n n
— o ,

1 1
i < y  h <  k

e non soltanto  W v ( x , y  , y \  p)  =  o quando è uno il rango della m atrice p —  p .

pih — pih pik —  pik
o o

pjh pjh pjk pjk


