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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Soluszioni limitate e quasi—periodiche del-
Uequazione del calore non-omogenea. Nota I di S. Zaipman, presen-
tata © dal Socio M. PIconE.

§ 4. In questo paragrafo dimostreremo due teoremi di quasi—periodi-
cita per le soluzioni deboli limitate da ze J a L* (R”) dell’equazione (2,3). Si
ha anzitutto il

TEOREMA IV.1. — Sia F (s,?) debolmente quasi—periodica da t€] a
L2 (R”). Allora ogni soluzione U (s,t) della (2,3), che é definita ¢ limitata su t € ]
risulta debolmente quasi—periodica, da ¢t €] a L? (R").

Osservazione. — L’esistenza di una tale soluzione € dimostrata nel Teo-
rema III.1, nell'ipotesi che esista una soluzione debole limitata della (2,3)
su un semiasse, ¢ >4, € J.

Dimostrazione. — Il procedimento che usiamo ¢ ispirato da Favard [6]
(vedasi anche [7] e [2—a]).

Prendiamo una successione {/%.}; C J; esiste una sottosuccessione
{72,}7C{7:}7 tale che la successione { F (s, ¢+ 4,) } converga uniforme-
mente su # € J in L? (R”)-debole. Con una successione di estrazioni e prendendo
la successione diagonale, si arriva a una sottosuccessione {/1,,15}?o di {%,}7,
tale che:

{F(s,2+ 4,): converga uniformemente su 7¢ ] in L* (R”)-debole;
per ogni N=o0,1,2,---, converga, in L* (R”)—debole, la successione
{U(s,N —l—/zup)}f":
im*U (s, —N + %) = Ux(s).
p—>00

Dalla Prop. IT.2 segue la convergenza in L? (R”)—debole, della successione
{U(s,z+ /znﬁ) 32, per un # qualsiasi in J. La nostra tesi sard provata se dimo-
streremo che questa convergenza ¢ uniforme in: J. Infatti, se cid non &, esistono:
una funzione H, (s) e L? (R”), un « >>o0, una successione {#}; e due sotto-
successioni {/z',,p Y { Ien, o h;,'ﬁ jekt = }, per le quali & valida la diseguaglianza

(4,1)

][U <3vt1>+/i;1p)'—“U<Syl‘p+/l;1’?)] H,(s)ds|> a, (p=1,2,--.).
R”

Con le solite estrazioni successive, possiamo allora trovare una sottosuc-
cessione ()7 C(p);, tale che siano convergenti in L*-debole, le successioni

@2  {UG,—N4t,4+4,)} , (U@, —N+1y+%,)},

per N=o,1,2,...

(*) Nella seduta del 9 dicembre -1961,
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‘Possiamo anche supporre, con altre due estrazioni successive, che siano
convergenti uniformemente su #€ J in L?-debole (per la quasi—periodicita
debole) le due successioni

@3 ARGttt h,) ) {F (s ity ) )

Se ricordiamo poi che la successione {F (s, # + Iin,) 12 era gia scelta uni-
formemente convergente su Z € J in L*-debole, che le ultime due successioni
(%ny) € (/1) sOno estratte successivamente da (%n,) € che la successione {Zy e
¢ la stessa, risulterad subito che ¢
(4,4) lim* F (s, ¢4 ¢y + 4, ) =lm*F (s, ¢4ty +4,,)=G(s,2)

P —>o0 p—>o0 ?
uniformemente su # € J in L*-debole.

Considerando ora le successioni di soluzioni

(4,5) (UG vttty +m,)) 0 {UG i+t +,)}

risultera dalla prop. II.2, dalla (4,2) e (4,4), che esistono per ogni 7€ J,
in L*>-debole, i limiti

(4,6) lim U (s, 242y + 4, )=U,(s,2) , mU(s,t4+2y+4,,)=U.,(s,2),
>0 P00 ’ :
le funzioni U, (s, #) e U, (s, £) cosi ottenute essendo soluzioni della (2,3) con
termine noto G (s, £).
D’altra parte, per costruzione, esse risultano limitate da teJal?(R"), e

quindi dalla prop. Il.4 (unicitd della soluzione limitata su # € J), risulta
47 U,(s,9)=U,(s,?) in L*(R") per te].

Per t =0, U,(s,0) =U, (s, 0) e quindi
4,8) limU (s,2y + 4,,) = 1im U (s,2y + %4,,), in L*-debole
15"‘90‘3 ? >0 ? )

che ¢ contradittoria con la (3,6).

Dimostreremo ora ’estensione del teorema di Bohr-Neugebauer [5] per
la quasi—peric;dicité forte. Si ha il seguente

TEOREMA IV.2. — Sia F (s ,2) fortemente continua e gquasi-periodica, da
te] al>(R"). Allora, ogni soluzione U (s ,t) della (2,3), che ¢ definita e
limitata su t € | risulta fortemente quasi—periodica.

Dimostrazione ™. — Consideriamo la funzione caratteristica

(1, se sekE,

“9) 12 (5) :? o se s¢:E,

ove, per p:l,2,--~,iEp=5 <|x\< )

{ ’ﬁ+1

(1) Si usa il metodo delle proiezioni (vedasi per esempio J. L. L1ONS, Equations diffe-
réntielles operationnelles et problémes aux limites,” Springer 1961, p. 212).
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La funzione Uy (s , ) = 35 (s) U (s, £) ¢ ancora, per ogni p, soluzione debole
— limitata su t € | — della (2,3), ma con termine noto ¥y (s, £) = 15 (s) F (s, 2),
invece di F (s, ¢).

Infatti, ¢ ovvio che Us (s, ) ¢ definita e limitata da z€ ] a L?(R”).

Poiché U (s, #) ¢, in L* (R”), debolmente derivabile con continuitd, esiste
la derivata
(4,10) %/U(&,t)xﬁ(s)fb(s)dx , D(s)es.

R”

Esistono pure gli integrali

(4.11) fU 6,0 (=), P(@ds /F (5,0 %, ()@ (s)ds .
R* R*

Prendiamo ora una successione @, (s) €8, tale che, in §, e a fortiori in
L? (R")—forte, sia

(4,12) lim @, (s) = 7,(s) P (s) .

Risulta ovviamente che vale pure in L2 (R”), la relazione

lim —s* @, (s) = Xp(s) D (5) (—s7).

Poiché, per ogni 7 = 1,2,-+- si ha
(4,13) %/U (s,z‘)(l),,(s)ds=/U (s,% (—s’)q)n(s)ds—f—/F(s,t)q)n(s)ds
R” R” R”

si ottiene facilmente la nostra tesi passando al limite per # —oo .
Le stesse relazioni valgono per la funzione
U@, , o<|s|<1

U(s,2)= o> 1

[¢]

che risulta pure soluzione debole limitata della (2,3), con termine noto

_ F(s,9) , o<|s|<1
F(,9=
o . |s|>1.
Sia ora la funzione V, (s,8),p=1,2,-.. definita da
; ;
(4,14) Vy(s,0) =lim | e*¢=9F,(s,u)du, limite forte in 1> (R7)
R—o00

(integrale di Bochner in L? (R”).
Anzitutto, proviamo lesistenza di questo limite.
Osserviamo che la funzione

4,13) Gy (s, u) === Fy (s, u)
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¢ fortemente continua per ogni %, — oo <% < #, e inoltre vale la maggiorazione

(4,16) 1Gs (s 2)[lp2=

V1/2

/e—zyz(t—-u) ‘ FP (S , %> ’st

Rﬂ

j1/2

(t—u) .

1/2 —_——
%/e__ﬂz(,_uwFﬁ(s,%)]ed:% <e @4V %/!Fp(s,u)kds
ﬁslsk% ®

j— t—u
<sup || Fy(s,)[lare ¥

u€]J

)
Ma la funzione ¢ ©“+9° & sommabile su — oo <~ % < #; ne risulta che
la funzione G, (s, #) &€ sommabile Bochner su (— oo, #) ed ¢& inoltre

(417) H fle*‘”'—”) Fy(s, ) du “L =(2+17suwp | Fa (s, 20) || o=

Fp-(p+ 1), 2€e].

Percio la funzione Vj (s ¢) risulta fortemente continua e limitata da t e |
a L*(R”).

Dimostriamo ora la guasi—periodicita forte della funzione V(s ,f). Se
€ > o0 ¢ dato ad arbitrio, e se # & un quasi—periodo di F; (s, £) — ovviamente

q. p., poiché lo & F (s, #)— corrispondente al numero , vale la rela-

154
) ' ) (241 Fp
zione  immediata

(4,18)  Vy(s, 2+2)—V,(s,?) =/‘e—’2(’—") [Fp(s,2+42t)—F4(s,2)] du.

Di qui, cdn maggiorazioni analoghe alle precedenti, si ricava

(4»19> ?élg)uvﬁ(s,l‘—i—l‘9>-—ng(S,l‘>']L2<8-

Proviamo ora che la funzione N, (s , ) é, per ogni p, fortemente derivabile
in L? (R"), perte], e che vale la

(4,20) %Vp (s,8)=—s*V,(s,8) + Fs(s,?).

Si ha infatti, per 2 >0, che
z
421) [V, (s 042 —V,y (s, 6] = / Lo uth — =0 F, (5, 1) du
il )
+ % /e—‘z(’—”+h) Fy(s,2)du.
:

3. — RENDICONTI 1962, Vol. XXXII, fasc. 1.
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I1 secondo integrale converge verso F, (s, #) in L* (R*)—forte, se Z —o0, poiché
risulta

:f-l-h 1+
@22) || / [e= ¢ ¥ DF, (s, 0)—Fy (s, )] d““é% f [|e= = th Fy (s, )
; ’ ;
tjl-lz
—F, (s, 8) ||y due g%] | e G—uth [Fy (s, 4)— Fy (s , £)] ||, due
t+n ! t+h
+ %/H [e—"C¢—uth — 1] F,(s,2) || du S—}I;/H Fp(s,2) —Fp (s, ||| du
z z

t+h

( 1/2
—|-%[ /|e—f2(t——u+ﬁ)—1 PIF,(s,0)) ds§ du.

t  Ep

Se /-0, questi ultimi due integrali convergono verso zero: il primo in
virth della continuita forte di Fp (s, #), il secondo per il teorema di Lebesgue
sul passaggio al limite sotto il segno d’integrazione.

Considerando ora il primo integrale di (4,21), proviamo che esso converge

4
per £—o, in L* (R”) forte, verso ——szj e=¢—=9 Fy (s, u)du. Siha infatti

— 00

7z
(4,23) H f |l e — i) == F, (s, ) du

L2

Z
j% / \%[e——xz(t—u+h)__e—sz(t—u)] _I__Sze—:z(t—u)

2 1/2
le(S,%>‘2d5$ du =
—oo Fp

L3

{ .sz e—t—w) ___ p—s2@+0hi—u)] 2| F s,un)|*ds
? b2

oo B

1/2

du.

Si vede, i virtss del teorema di Lebesgue, che 'integrale rispetto alla varia-
bile s converge verso zero per %Z-—>0. Anche 'integrale rispetto alla variabile
% converge verso zero: vale infatti la diseguaglianza

1f2
W) | [I et — et Fy s |
Ep )
I ) _(t—u+0h)
< Lle ot 4L, 6+ Fy(s,2) | a,
5? ? L

ed essendo quest’ultima funzione sommabile rispetto a = nell'intervallo
— oo u < ¢ l'integrale (4,23) converge verso zero per 42 —>0.
La (4,20) & cosl provata.
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Ora, la funzione — s*V, (s , #) ¢ quasi—periodica da ¢z € J a L* (R”), poiché
risulta

I

@25) || = Vit 1) — (= )Vp s, D)2 = 5 | Voot 1) —Vials, )|
Poiché F, (s, ) ¢ ovviamente quasi-periodica, dalla (4,20) risulta cosi la
AV, (s, ¢

> L p=1,2,-

Essendo U, (s, %) e V4 (s, £) soluzioni della (2,3), con lo stesso termine
noto Fj (s, ?), e tutte due limitate da #€J a L* (R*), si ricava, per l'unicita
della soluzione limitata, Uy (s ,#) =V, (s,8), p=1,2,---.

Per la definizione di U (s, #) risulta che

quasi—periodicita della

(4,26) YU,(s,6) =U(s,#), in L2(R" forte, te].
p=r
Vale, ovviamente, la relazione equivalente

4:27) Z U .o =1TG, o<k, te],
poiché la U (s,#) & supposta limitata da ze€] a L*(R” e ovviamente
1UG,0I<|U (s, 0], te].

Tutte le funzioni Uy (s, £) =V, (s, £) sono, come abbiamo provato, forte-
mente q. p., ma non & ancora dimostrata la quasi—periodicita della U (s, #),
poiché non & detto che la convergenza in (4,26)—(4,27) sia uniforme in ¢ € J.
Percid noi dimostreremo la quasi-periodicita della U(s , #) per un’altra strada.

— ( F(s,¢ , < I
Sia F(s,=) 9 © 1s!<
[ O ) s =>1.

Essa & quasi—periodica poiché lo ¢ F (s, #), e quindi, la sua traiettoria &
relativamente compatta. D’altra parte, si ha

(4,28) Y F,(s,6)=F(s,?, in L?(R" forte, per ogni 7¢].
=1

Ora l'operazione P, di L? (R”) in se stesso: F (5) — E F, (s) & lineare e di
p=1

norma <1, e si ha lim P, F= F; risulta subito che questo limite vale u#ni-
n—>00

Sormemente sugli insiemi relativamente compatti di L* (R”): in particolare la
traiettoria della F (s, #). Si ha percid la convergenza wniforme rispetto a
te ] nella (4,28) @.

D’altra parte anche la serie

(429) 306

(2) Cfr. S. BOCHNER-]. VON NEUMANN, «Ann. Math.», pp. 255-290 (1935); L. AMERIO,
« Rend. Acc. Lincei», Nota III, aprile 1960.
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¢ convergente in L? (R*)—forte, wuniformemente per t€ J. Si ha infatti

p=N+g N-+g

) N4¢
@3 | B Ul = B e U6 0= [su3 a5 =
Rﬂ
N+¢ N4g -~ N4g
% /34U1,(s Hds < E F fU,(s Hds < — N4 E I1U, (s, z‘)|]ng e <€
B
?

se N = N (¢) ¢ abbastanza grande, ove K= Sup [|U (s, ?) |-
1€]
Dalla (4,20), poiché & U, (s,?) = V, (s, #), risulta la convergenza wuni-

Sorme su t€ ] in L?(R*) forte, della serie

E dU;,(s 7

Si ha quindi che la serie EUp (s,£)=U (s, £) converge fortemente per
=1

o0
. . . dU, 7)) .
ogni € J e la serie delle derivate, E—”df’——l ¢ convergente unzformemente
p=1
per ¢z € J in L? (R*) forte. Queste derivate essendo funzioni continue, con ragio-

namenti consueti, si dimostra che la funzione U (s, #) & fortemente derivabile,
con la derivata continua uguale a

dU(y %) E dUp(S ')

dUy (s, ?)
dt

quasi—periodicita (forte) della funzione

Poiché le derivate sono quasi—periodiche, risulta di qui la
dU (s,?)
dt

Percid U (s, £) & una funzione limitata da # € J a L? (R”), con la derivata
forte ?ontinua e quasi—periodica. Un teorema di Amerio [3] ci da allora la
quasi—periodicita della U (s, #).

Prendiamo ora in considerazione la funzione

U(s f), per |[s|>1
, per o<{|s|<CI.

che ¢ la loro somma uniforme.

#32) U(s,)=U(s,)—U(s,8)=

Dobbiamo provare che la 18] (s, ¢) & anch’essa fortemente quasi—periodica.
Sia adesso

I, se s €8,

(4’3“3> ‘ ;‘15@):% <?=I:2!""él’={s’p£’5|<p+l})°

0, se se:86,
Come in (4,10)—(4,14), si vede che le funzioni U, (s, z‘) = % (5)-U (s, #) sono
soluzioni deboli limitate della (2,3), con termine noto F, (5,8) =% () F (s,2)
Consideriamo ora le funzioni

13
\7(& v %) =fe—‘2(’— “) ﬁ‘p (s, 2)da.

— o0
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Analogamente a quanto si & visto in (4,14)—(4,16), risulta l'esistenza di
tali integrali. Si ha poi la maggiorazione

2

@35) V(s 0 - < sup | F

= ;,2
e, come in (4,18) si dimostra che vV, (s,?) & quasi—periodica. La funzione

Vs (s, %) & fortemente derivabile e vale la

dé s 2@ <
(4,36) W=—SW(&,®+FMLL‘),

la dimostrazione data in (4,20) (4,24) essendo tuttora valida.
Vale quindi la relazione U, (s,8) = Vs (s,%). Si ha poi, ovviamente,

437) UG, 0=X0,6,0=2V,(s.% (in L* (R")-forte).

e d lla (4,35) si ricava la convergenza wuwniforme su t €] della serle (4,37)-
Poiché le U, (s, ¢) sono q.p., risulta la quasi—periodicita della UG.b), e
il nostro teorema ¢ cosi provato.



