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N O T E  P R E S E N T A T E  DA S O C I

Analisi matematica. — Soluzioni limitate e quasi—periodiche del- 
Vequazione del calore non-omogenea. Nota II di S. Zaidman, preseti-, 
tata n dal Socio M. P icone.

§ 4. In  questo paragrafo dim ostrerem o due teorem i di quasi-periodi- 
cità per le soluzioni deboli lim itate  da t e  J a L 2 (K n) dell’equazione (2,3). Si 
ha ̂ anzitu tto  il

TEOREMA IV. i . -  S ia  F (s , t) debolmente quasi-periodica da t  e  J a 
L 2 (Rw). Allora ogni soluzione U  ( s , t) della (2,3), che è definita e lim itata su t  e J 
risulta debolmente quasi-periodica , da t  € ] a L 2 (R n).

Osservazione. -  L ’esistenza di una tale soluzione è d im ostrata  nel Teo
rem a I I I . i ,  nell’ipotesi che esista una  soluzione debole lim ita ta  della (2,3) 
su un  semiasse, t > t 0 e j .

Dimostrazione. -  Il procedim ento che usiam o è ispirato da F avard  [6] 
(vedasi anche [7] e [2-a]).

Prendiam o u n a  successione { hn }T C J ; esiste una  sottosuccessione 
{ K } T C  W T  tale che la successione { F  (s , t  +  Hf) }T converga uniform e- 
m ente su t  e  J in L 2 (R^)-debole. Con una  successione di estrazioni e prendendo 
la successione diagonale, si arriva a una  sottosuccessione {h n di {h „ }? , 
tale che:

{ F  (s , t  +  hHp)T  converga uniform em ente su t  e J in L 2 (R w)-debole; 
per ogni N =  o , 1 , 2 , • • •, converga, in L 2 (R n)-debole, la successione

{ U ( ^ , N + ^ ) } r :
lim *U  (s , —  N  + k n ) =  U N(s).

00 p

D alla Prop. I I .2 segue la convergenza in L 2 (RM)-debole, della successione 
{U (s , t +  hn̂ )}Ty per un  /  qualsiasi in J. L a nostra tesi sarà p rovata  se dim o
strerem o che questa convergenza è uniforme in J. In fa tti, se ciò non è, esistono: 
una funzione H 0 (s) e L 2 (Rw), u n  a > o ,  una  successione {tp}T  e due so tto 
successioni { KHp } C { hn } , { Hn } C { hn } , per le quali è valida la diseguaglianza

(4 ,0 [U (s , tp -f- A )  ■ • U (s , tp +  ^  )] H 0 (j) d j > * ,  0 = 1 , 2 , -  ••).

Con le solite estrazioni successive, possiamo allora trovare una sottosuc
cessione (p ')T c (p )T ,  tale che siano convergenti in L 2-debole, le successioni

(4,2) { U  (s , —  N f i  tp’ f i  hnpl) } , { U  (s , — N f i  tpt f i  hnpi) } ,

per N =  o , 1 , 2, • • •

(*) Nella seduta del 9 dicembre 1961,
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Possiamo anche supporre, con altre due estrazioni successive, che siano 
convergenti uniform em ente su t e ]  in L 2-debole (per la quasi-periodicità 
debole) le due successioni

(4 )3) { F  (s >/■+ tp* +  hnp ) } r  ' , { F (s , t  +  tpr -f- hnpf  .

Se ricordiam o poi che la successione {F  (s , t  - f  hn̂ ) } f  era già scelta u n i
form em ente convergente su t e J in L 2-debole, che le u ltim e due successioni 
(Jin#) e (>k'npf) sono es tra tte  successivam ente da (hn̂ ) e che la successione {tp> 
è la stessa, risu lterà subito che è

(4 )4) lim* F ( s , t T  tpi -|- fonpì) =  lim* F (s , t T 1̂  hn ,) =  G ( s , f) .
p'—> 00 p'—>00

uniform em ente su t e ]  in  L 2-debole.
Considerando ora le successioni di soluzioni

(4 )5) { U  (s , /  -\- tp, 4- fonp,) } ) { U  (s , t -f- tp> -f- hnpt) }

risu lterà  dalla prop. I I .2, dalla (4,2) e .(4,4), che esistono per ogni t e  J, 
in L 2-debole, i lim iti

(4,6) lim U  ( s , t  + t pr f i  h'n A ^ U f i s , f) , lim U  (s , t  f i t p ' f i  fon , ) = U 2(s, t) ,
p ’->  00 P p '-> o o  p

le funzioni U x (s , t) e U 2 (s , t) così o ttenu te  essendo soluzioni della (2,3) con 
term ine noto G (s , t).

D ’altra  parte , per costruzione, esse risultano lim itate da / e ] a L 2 (R w), e 
quindi dalla prop. I I .4 (unicità della soluzione lim itata  su t e  J), risu lta

(4 )7) U x (* ,/)  =  U 2 (s , t) in L 2 (R n) per t e  J .

Per t  =  o, U x (s , o) =  U 2 (s , o) e quindi 

(4,8) lim U  (s , tpr +  Kn ,) — lim  U  {s , tpr -f- K'n ,) , in L 2-debole
>ob ^ /->oo P ,

che è con trad itto ria  con la (3,6).
D im ostrerem o ora l’estensione del teorem a di B ohr-N eugebauer [5] per 

la quasi-periodicità forte. Si ha il seguente
TEOREMA IV .2. -  S ia  F  (s , t) fortemente continua e quasi-periodica , da 

t e ]  a L 2 (R w). A llora , ogni soluzione U  (s ,.t} della (2,3), che è definita e 
lim itata su t e ]  risulta fortemente quasi-periodic a .

Dimostrazione (I). -  Consideriamo la funzione caratteristica

(4 ,9) x>0)
ove, per p  — 1 ,2

1 , se

o , se
1

7 T T < M < i  ì
p  r

(1) Si usa il metodo delle proiezioni (vedasi per esempio J. L. L ions, Equations diffe- 
réntielles operationnelles et problèmes aux limites. Springer 1961, p. 212).
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L a funzione Up (s , t) ~  Xp (s) U  (s , t) è ancora, per ogni p , soluzione debole 
-  lim itata su t  c  J -  della (2,3), ma con termine noto (s , t) — Xp (f) F  (s „ /), 
invece d i F  (s , /).

In fa tti, è ovvio che Up (s , t) è definita e lim ita ta  da t  € J a L 2 (R n). 
Poiché U  (s , t) è, in L 2 (R w), debolm ente derivabile con continuità , esiste 

la derivata

(4.IO) ^  j  U  (s , t) (s) 0  (*) dj , 0 ( j ) e S .
R”

Esistono pure gli integrali

(4,11) , J  F (s , f) xp(s) <D (s) ds .
Rn Rn

Prendiam o ora u n a  successione (s) e  §, tale che, in §, e a fortiori in 
L 2 (Rw)-fo rte , sia

C4, 12) lini <S>n (s) =  x f s )  O (s) .
n~>  00

R isulta ovviam ente che vale pure in L 2 (R*), la relazione 

lira —• s2 0>n (s) =  X (s) ® (/)' (—  O  •
n —>  00 1

Poiché, per ogni n  == 1 , 2 , • • • si ha 

(4)13) ddt j  U  ( s , t ) Q n (s)ds =  J u ( s , t ) ( — s*) (s) ds +  j  F (s , f) (s) ds ■
Rn Rn R «

si o ttiene facilm ente la nostra tesi passando al lim ite per n  ->oo .
Le stesse relazioni valgono per la funzione

r  { U  (s , t)  , o <  | j. | <  1 :
U  ( s , t )  =  }

che ripulta pure soluzione debole lim ita ta  della (2,3), con term ine noto

F  (s , /) , o <  | | <  1

0 , I I >  1 .
F (s , t)

Sia ora la funzione V p(s , t) , p  =  1 , 2 , • • • definita da
t

(44 4 ) ^ p (s i 0  — Uni / er-s2(*—u) Fp (s , u) du  , lim ite forte in L 2 (R w)
R-*oo J

~R

(integrale di Bochner in L 2 (R*).-
A nzitu tto , proviam o Vesistenza d i questo limite.
Osserviam o che la funzione

(4 >15) Gp (s , u) =  e~ s2(/—u) Fp (s , u)
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è fortem ente continua per ogni u ,  — o o < fu < ft, e inoltre vale la m aggiorazione
) l/ 2

(4 , 16) ~ .............................  ^  ‘ ~ -Gp (s , u) ||L2 =  I j e - 2s2V - u) | (s , u ) |2 ds

(t-u)
e— 2s2v—u) | Fp (s , u)\2 di* j <Le (̂ +l) | J  | , u) |2ds

W2

---- < I J I < —P+'l-' fi
R*

(i-u)
< s u p  || Fp(s,u)\\ 2-e (p+l)2

u C J

(* —*)
M a la funzione e è som m abile su — o o < ^ u < ^ t;  ne risu lta  che

la funzione (s , u) è som m abile Bochner su (— oo , t) ed è inoltre

(4 ,17) e—*2 V—u) Fp (s , u) du (p  +  i)2 sup II ( s , u) | |L 2 =
l2 « e j

J v C ^ + O 2 , ^ J -

Perciò la funzione Vp (s J t) risulta fortemente continua e lim itata da t  e  J 
a L 2(R ”).

D im ostriam o ora la quasi-periodicità forte  della funzione Vp (s , t). Se 
£ > o  è dato  ad arbitrio , e se te è u n  quasi-periodo di (s , t) -  ovviam ente

q. p., poiché lo è F  (s , t) -  corrispondente al numero
(fidrI)2 Fp , vale la re la

zione , im m ediata

(4,18) Vp(s,  t-f-te) — Vp(s , t )  =  I e~ s2^ ~ û [Fp (s ,u + tE) — Fp(s,u)] du.

Di qui, ccin m aggiorazioni analoghe alle precedenti, si ricava

(4 , i '9) Sup II Vp(s  , t  +  4) —  Vp(s  , t) ||La <  £ .
*ej

Proviam o ora che la funzione Vp (s , t) è, per ogni p , fortemente derivabile 
in  L 2 (Rw), p e r t Q  J, e che vale la

(4.20) ~  Vp (s , i) =  —  s2 Vp (s , t) +  Fp (s , t ) .

Si ha in fa tti, per h >  o, che
t

(4.21) ~  [V^ (s , t f - h )  —  Vp(s  , fj] =  j ~  \e—s2V— u+h) —  e—s2V—u>] Fp (s , u) du
—  00

t+ h

-f- — j'e — u + h) F^ (s , u) du .

3. —  RENDICONTI 1962, Voi. XXXII, fase. 1.
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Il secondo integrale converge verso (s , t) in L 2 (Rw)-fo rte , se h ->o, poiché 
risu lta

(4,22)

t+ h  t+ h

I  [e—s2V—u + A)Fp(s ,u ) — t) \d u  — ' J ' f  II e~ s2(*~ u+h) Fp(s ,u)

t+ h

—  ¥t  (s , t) ||l2 d a  <  i  I II er-^d —u+h) ^  (s , u) —  (s , t)] ||La d«

t+ h  t+ h

+  W y - S v - x  + Q — 1] (j , t) ||L2 du  < 2 -  ¥p (s , u) — ¥p (s , t) [|l2 du
t t

t+ h

+  — j j  \ e~ s2^ —u + /t) —  1 j2 1 F^ (s , t) |2 ds | du . 
t fcp

Se h-+-o, questi u ltim i due integrali convergono verso zero: il prim o in 
v irtù  della con tinu ità  forte di F^ (s , u), il secondo per il teorem a di Lebesgue 
sul passaggio al lim ite so tto  il segno d ’integrazione.

Considerando ora il prim o in tegrale di (4,21), proviam o che esso converge

per ^ o ,  in  L 2 (R w) forte, verso — s2 j  e j2(*—*>Fp(s  , u ) d u .  Si ha in fa tti

(4 ,23)

t
J  j -ì- \e~ s'2 {t+h— u) _  e — s*{t— u) j _|_ S2 e—s2(t—u) ! F^ (s , u)idu

j  | !  | — \er~s2(* — u + h) —  e— s2V— «)] 4 - s2 e~~s2^—û | F^ (s , u) |2 ds j du —
-oo ~Ep

t

j  | j  | s2 [e~s2V~ u) —  e~ s2(*+Qh—“)] |21 F^ (s , u) |2 ds | d u .
-0 0

Si vede, in  virtù  del teorema d i Lebesgue, che l’integrale rispetto  alla varia
bile ^ converge verso zero per h-+ o. Anche l’integrale rispetto  alla variabile 
u  converge verso zero: vale in fa tti la diseguaglianza

(4,24) I S2 \ e ~ s 2 ^ —  u) ---  e — S 2  (t+Qh— u)J |2 | ^  ? |2 di*
) l/2

<
(* —«)
U>+*)2

( t— u + Qh)

F> 0  . «) IL

ed essendo q uest’u ltim a funzione sommabile rispetto  a u  nell’intervallo  
—  0 0  u  <  t  l ’integrale (4,23) converge verso zero per k - ^ o .

L a (4,20) è così p rovata .
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O ra, la funzione —  s2Yp (s , t) è quasi-periodica da t  e  J a L 2 (Rw), poiché 
risu lta

(4 ,25) —  s2V p (s , t  +  te) —  (— s2) V p ( s , t)  ̂“h 4) —Y» (j*, f) j .

Poiché (s , t) è ovviam ente quasi-periodica, dalla (4,20) risu lta  così la 
quas i-p erì odi cita della ^  , p  — 1 , 2 , • • •.

Essendo (s , /) e Vp (s , £) soluzioni della (2,3), con lo stesso term ine
noto Fp (s , t), e tu tte  due lim ita te  da t & J a L 2 (R w), si ricava, per l’un icità  
della soluzione lim ita ta , (s , t) - -  Vp {s , i) , p  =  1 , 2 , • • •.

Per la definizione di U  (/ , £) risu lta  che

(4,26)
00

2 u ,  (j  , 0  =  U  (j  , 0 ,
P= 1

in L 2 (R w) forte , *ej .

Vale, ovviam ente, la relazione equivalente
PO

(4,27) 2  llu i>(J >0| l2 =  I V O  ,^) | | 2^ K ,  J f e j ,
^=x

poiché la U  (s , /) è supposta lim ita ta  da t e ]  a L 2 (Rw) e ovviam ente 
1 U  (j* , i) J <  ! U  (i* , /) I ,  ̂e  J .

T u tte  le funzioni (s , t) = V p (s , t) sono, come abbiam o provato, fo rte
m ente q. p., m a non è ancora d im ostra ta  la quasi-periodicità della U  (s , t), 
poiché non è detto  che la convergenza in  (4,2ó)-(4,27) sia uniforme  in t e  J. 
Perciò noi dim ostrerem o la quasi-period icità  della U (s , t) per u n ’a ltra  s trada .

Sia F (s , t) ==
F ( s , t )  
o

o <  |  ̂ | <  I

IY  >  I-
Essa è quasi-periodica poiché lo è F  (s , /), e quindi, la sua tra ie tto ria  è 

re la tivam ente com patta . D ’a ltra  parte , si ha
00

(4.28) 2 ) F p  (s , t) =  F  (s , t) , in L 2 (Rw) forte, per ogni t e  J .
i>=i

n

O ra l’operazione Fn di L 2 (Rw) in se stesso: F  (s) -> 2 ) F^ (Y) è lineare e di
^=1

norm a < 1 ,  e si ha lim Fn F  =  F; risu lta  subito che questo lim ite vale
«->po

form em ente  stigli insiemi rela tivam ente com patti di L 2 (Rw): in particolare la 
tra ie ttb rià  della F  (Y , t). Si ha perciò la convergenza uniform e  rispetto  a 
t e ]  nella (4 ,2 8 )(2).

D ’a ltra  parte  anche la serie
PO

(4.29) x —

(2) Cfr. S. Bochner- J .  von Neumann, «Ann. Math. », pp. 255-290(1935); L. Amerio, 
« Rend. Acc. Lincei », Nota III, aprile i960.
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è convergente in L 2 (R*)-forte, uniformemente per t e  J. Si ha in fa tti

(4.30)
>̂=N+5' n+  ̂ n+?

X  — ^ t V ( ^ ) | £ * = X  -s'2U>(j,^ ) ||^ 2=  2  I s4Up(s  , t) ds =
p .V N N

N+? f  N + ? r  ~ N + ?

X j ^ U K ^ O d ^ X i j U ^ . O d ^ — XllU.C^OIt^ — < £

se N =  N (s) è abbastanza grande, ove K — Sup II U  (s , t) ||l2-
*€J

D alla (4,20), poiché è Up (s , t) — V p ( s ,  t), risu lta  la convergenza u n i
form e  su / g J  in  L 2 (Rw) forte, della serie

00

X
Ó— I

dUp (s , t) 
dt

00

Si ha quindi che la serie ^ U p ( s  , t) = U  (s , t) converge fortem ente per
p= 1

ogni t e  J e la serie delle derivate, 2 — è convergente uniformemente
p=1

per t e  J in L 2 (Rw) forte. Queste derivate essendo funzioni continue, con ragio
nam enti consueti, si d im ostra che la funzione U  (s , t) è fortem ente derivabile, 
con la deriva ta  continua uguale a

— 00
d U (s , t) _ dUp (s , t)

dt ~  dt

Poiché le derivate ^  sono quasi-periodiche, risu lta  di qui la

quasi-period icità  (forte) della funzione —- che è la loro som m a uniforme.

Perciò U  (s , t) è una  funzione lim ita ta  da t e  J a L 2 (R*), con la deriva ta  
forte continua e quasi-periodica. U n  teorem a di Am erio [3] ci dà allora la 
quasi-period icità  della U  (s , / ) .

Prendiam o ora in considerazione la funzione

(4 ,32) U  (s , t) =  U  (s , t) — U  (s , t )  =
U (s  ,7) , per | s  | >  1
o , per o <  | .91 < ; 1.

D obbiam o provare che la Ù  (s , t) è anch’essa fortem ente quasi-periodica. 
Sia adesso

(4 ,33) %  (s) =
I ,

o ,

se s e  &p
se  ̂ e\= &p

Come in (4, io )-(4 ,14), si vede che le funzioni (s\, f) =  xp (^)-U (s , t) sono 
soluziqni deboli lim ita te  della (2,3), con term ine noto (s, t) =  xp (s) F  (s , t) 
Consideriam o ora le funzioni
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A nalogam ente a quanto  si è visto in  (4 ,i4 )-(4 ,ió ), risu lta  l ’eàistenza di 
tali in tegrali. Si ha poi la m aggiorazione

(4 .35) Il \s  , t) || 2 <  —  sup || Fp (s , t) || 5C —  • sup || F  (s , t) ||l2
P / e j  P / o  j

e, come in (4,18) si d im ostra che (s , t) è quasi-periodica. L a funzione 
Vp (s , t) è fortem ente derivabile e vale la

(4.36) dVp£ , *). =  _  ja V„ (s , t) +  F ,

la dim ostrazione d a ta  in  (4,2o)-(4,24) essendo tu tto ra  valida.
Vale quindi la relazione (s , t) =  Vp (s , t). Si ha poi, ovviam ente,

PO 00

(4 .37) ù  (s , t) =  2  Ùj» (s > t) =  '2 'V.p (s , f) (in L2 (R*)-forte)..
i l

e d Ila (4,35) si ricava la convergenza uniforme  su t  e  J della serie (4,37). 
Poiché le (s , t) sono q. p., risu lta  la quasi-period icità  della U  (s , /), e 
il nostro teorem a è così provato .


