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Autosimilarita e trattamento delle immagini

FRANCESCO LEONETTI - MANUELA MANETTA

Da alcuni decenni ormai, 'uso del calcolatore & sempre piu diffuso
per le piu svariate applicazioni. Tale strumento, come tutti sappiamo,
dispone di uno spazio di memoria limitato, cosi come accade per i
Compact Dise, Digital Versatile Dise, Hard Disk esterni e Pen Drive.
Allo stesso tempo ognuno di noi avverte la necessita di memorizzare su
questi dispositivi il maggior numero possibile di file (file di testo, im-
magini, software). Per far si che tali file occupino uno spazio di me-
moria ridotto, si usano metodi di compressione (chi di noi non si € mai
imbattuto in file .zip o .rar?).

Nel seguito ci occuperemo della cosiddetta compressione frattale di
immagini, mostrando come le idee che la ispirano si fondano su alcuni
risultati di matematica. Essarisale ad una ventina di anni fa, [1], [3] e si
fonda sulla constatazione che alecune figure geometriche molto fra-
stagliate (dette frattali) possono essere approssimate mediante un
procedimento iterativo basato sul Teorema delle contrazioni. Tale
teorema, studiato per lo pit nell’ambito dell’analisi matematica, si
applica dunque in diverse branche della matematica e dell’informatica;
costituisce infatti la base del discorso sulla compressione di immagini.

TEOREMA 1 (delle contrazioni). — Sia X uno spazio metrico com-
pleto e sia G : X — X una contrazione, allora esiste uno ed un solo
x* € X tale che G(x*) = x*. Inoltre, per ogni a € X, posto x; = a,
xo = G(xy), 23 = G(x2),..,2,11 = G(ay,), risulta che x, converge al-
lelemento x* di cui sopra.

Per poter applicare tale teorema alle immagini, abbiamo bisogno di
rappresentarle matematicamente come insiemi compatti del piano R?
e definire uno spazio ad esse relativo a cui applicare il teorema, lo
spazio X degli insiemi compatti non vuoti di R®. Abbiamo bisogno,
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inoltre, di una metrica che definisca le distanze tra gli oggetti di questo
spazio: la metrica di Hausdorff.

Considereremo due fasi: la fase di compressione dell'immagine, in cui
si memorizzano le informazioni necessarie sulla figura, e la fase di de-
compressione, quella attraverso cui sara possibile ricostruire I'immagine
di partenza. Nella prima parte del teorema, ci si chiede se una figura ¢
possa essere decomposta in un numero finito di copie rimpicciolite di se
stessa (immagine autosimile); in tal caso e possibile avere una con-
trazione G in modo che la nostra immagine ¢ sia punto fisso di G; sia * la
figura che si vuole approssimare e sia G una contrazione opportuna che
abbia x* come punto fisso; tale contrazione sara realizzata mediante
omotetie, traslazioni e rotazioni, [8], [9]. Il teorema precedente assicura
che, dopo aver fissato la G, la figura del piano x* e 'unica ad avere la
proprieta di punto fisso. Dunque la figura «* risulta univocamente de-
terminata dalla contrazione G. Questo vuol dire che per memorizzare la
figurax* bastamemorizzare la contrazione G: cio produce un risparmio di
memoria se i parametri con cui si memorizza G sono in numero inferiore
rispetto ai punti che servono per disegnare x*. Nella fase di decom-
pressione ci si preoccupa di come ottenere x* a partire dalla contrazione
G. A questo proposito si sfrutta la seconda parte del teorema delle con-
trazioni: si prende una figura a piacere a, la si trasforma con G, il risultato
viene trasformato a sua volta con G e cosi di seguito. Dopo un certo nu-
mero di iterazioni si giunge ad un’approssimazione della figura x*.

La proprieta fondamentale per la costruzione degli operatori che
permettono la compressione e la ricostruzione dell'immagine e I'auto-
similarita. Il triangolo di Sierpinski & autosimile, come pure un qua-
drato pieno. Non tutte le immagini, pero, sono autosimili: ad esempio la
circonferenza e il cerchio non godono di tale proprieta. Tra le figure non
autosimili ve ne sono alcune che hanno la proprieta di essere localmente
autosimili, ovvero sono decomponibili in copie rimpiceciolite di pezzi
della figura stessa, come accade per esempio per una “V” o una casetta.

Come si applica ad esse il metodo di compressione?

Finora si sono prese in considerazione similitudini contrattive; cosa
accade alle immagini se si lasciano agire su di esse funzioni lip-
schitziane che non siano necessariamente similitudini?

Cercheremo, nel seguito, di dare una risposta a tali quesiti.
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2. — Autosimilarita

Si consideri una figura ¢. Ci si chiede se sia possibile decomporre 7 in
k copie rimpicciolite di se stessa, cioe

(1) 1= Wi(0) UWa(@) U ... U W)

dove Wy, Ws, ..., W}, sono similitudini contrattive. Se si riesce a farlo
(con k non molto grande), allora la compressione di ¢ sara la memo-
rizzazione dei parametri di Wy, Ws, ..., W;.. La decompressione sara
fatta mediante il teorema delle contrazioni: si definisce 'operatore G,

G(a) = Wila) U Wa(a) U ... U Wi(a)

e si parte da una qualunque figura a, successivamente si trasforma a
con G creando la successione

21 = a,xe = G(xy), 23 = G(xa), ...

Il teorema delle contrazioni assicurera che tale successione ap-
prossimera la figura di partenza i perché essa e, per costruzione, la
figura fissa della contrazione G, infatti

1= Wi(@) U W) U ... U Wi(1) = G(@).

La possibilita di decomporre una figura in un numero finito di copie
rimpicciolite di se stessa va sotto il nome di autosimilarita. Tale
possibilita vale per tutte le figure?

Esempi di figure autosimili sono:

e il triangolo di Sierpinski:

Figura 1: autosimilarita del triangolo di Sierpinski.
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il pezzo celeste a sinistra, il pezzo viola a destra e il pezzo rosso in
alto sono le tre copie rimpicciolite in cui si decompone il triangolo
di Sierpinski;

e il quadrato:

Figura 2: autosimilarita del quadrato.

per verificare che si tratta di una figura autosimile basta con-
giungere i punti medi dei lati opposti del quadrato e notare che si
ottengono quattro quadrati che hanno per lato la meta del lato
della figura di partenza e sono opportunamente traslati in alto e/o
a destra di mezzo lato.

E dunque possibile decomporre il quadrato in quattro copie
rimpicciolite di se stesso.

In simboli, sia W;(z) ogni copia rimpicciolita con j = 1,2, 3,4,

1= Wi(2) UWa(?) UWs(2) U Wy(3).

La proprieta di autosimilarita non e una peculiarita dei frattali.
Infatti, nell'’esempio appena proposto, il quadrato e un’immagine au-
tosimile, ma non un frattale.

Pensiamo che 'aggettivo “frattale” sia stato assegnato a questo tipo
di compressione di immagini quando il teorema delle contrazioni fu
utilizzato per Papprossimazione di frattali. E da notare, perd, che il
metodo si basa sulla proprieta di autosimilarita.
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Per verificare 'autosimilarita di altre figure, come la circonferenza,
lo smile, il cerchio, bisogna introdurre alcune nozioni riguardanti le
proprieta delle similitudini.

Una similitudine e una trasformazione del piano in sé che conserva
irapporti fra le distanze; precisamente, S : R* — R? & una similitudine
se esiste p € (0, +00) tale che, per ogni scelta di «,y € R? si ha

2) d(S(x),S(y) = pd(x,y)

La costante di proporzionalita p e detta costante di Lipschitz. Se p e
minore di uno i punti vengono “avvicinati” dalla trasformazione (in
questo caso si parla di contrazione); se, al contrario, la costante e
maggiore di uno i punti sono “allontanati” mediante la similitudine. Ad
esempio, le omotetie, le traslazioni e le rotazioni sono similitudini.

Ricordiamo che Pomotetia di fattore 4 € (0,+00) & 0, : R? — R?
cosi definita: O, (x) = Ax; essa contrae o dilata a seconda che la costante
/. sia minore o maggiore di 1.

Fissato unvettore w € R latraslazione T,, : R* — R? & definita da
T,(x) = x + w; essa ha l'effetto di muovere i punti nella stessa dire-
zione mantenendo fisse le distanze fra essi.

Una trasformazione ortonormale, Ort, da R? in R? & un’isometria li-
neare. Ad esempio una rotazione € una trasformazione ortonormale.

Osserviamo che traslazioni e rotazioni sono particolari similitudini
con costante di Lipschitz pari ad 1, mentre un’omotetia di fattore 1 e
una similitudine con costante di Lipschitz pari a 4.

E immediato verificare che una similitudine & iniettiva; & piti labo-
rioso, invece, mostrare che sia suriettiva.

Per fare cio, e facile vedere che le omotetie e le traslazioni sono
suriettive. Le trasformazioni ortonormali sono lineari e iniettive quindi
sono suriettive per il teorema di isomorfismo. Una generica similitu-
dine puo essere fattorizzata mediante una omotetia, una traslazione e
una trasformazione ortonormale (si veda [8]) quindi e suriettiva perche
composta di applicazioni suriettive.

Osserviamo che una similitudine S di fattore p trasforma la circonfe-
renza di centro x, e raggio r nella circonferenza di centro S(x) e raggio pr.

Se p < 1 allora la circonferenza trasformata ha un raggio piu piccolo
della circonferenza di partenza, quindi tale circonferenza trasformata
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interseca quella di partenza al pitl in due punti. Quest’ultimo fatto e la
chiave per mostrare che la circonferenza non e autosimile.

Figura 3: Non autosimilarita della circonferenza.

TEOREMA 2. — La circonferenza non e autosimile

Dimostrazione: [10] Per assurdo, se la circonferenza fosse auto-
simile, varrebbe la decomposizione (1) per opportune similitudini
contrattive Wy, W, ..., W;.. Per quanto detto prima, Wy(i) € una cir-
conferenza di raggio minore di quella di partenza ¢, dunque W1(7) hain
comune con ¢ al piu due punti di ¢; le k copie rimpicciolite
Wi1@2), Wa(2), ..., Wi.(2) ricostruiranno al piu 2k punti di ¢; 7, pero, ha
infiniti punti; questo contraddice I'uguaglianza (1). O

Si consideri ora la figura 4 che rappresenta un faccino sorridente,
comunemente detto smile.

Tale figura e composta da tre circonferenze (una grande per raffi-
gurare il contorno del viso e due piceole per gli occhi) e da un arco di
circonferenza (per la bocca). Sfruttando lo stesso argomento utilizzato
per il teorema precedente (si veda [11]) si prova il seguente

TEOREMA 3. — Lo smile non e autosimile

Cosa si puo dire, invece, sull’autosimilarita del cerchio?

Per prima cosa osserviamo che, come per il caso della circonferenza,
una similitudine S con costante di Lipschitz p, trasforma il cerchio di
centro xy e raggio 7 nel cerchio di centro S(xy) e raggio pr.
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Figura 4: Smile.

Figura 5: Non autosimilarita del cerchio

TEOREMA 4. — 11 cerchio non e autosimile

Dimostrazione: [11] Per assurdo, se il cerchio ¢ fosse autosimile,
varrebbe la decomposizione (1) per opportune similitudini con-
trattive Wy, W, ..., Wi.. Per quanto detto prima, W1(i) e un cerchio
di raggio minore di quello di partenza. Esso puo avere tre col-
locazioni rispetto al cerchio di partenza i: si trova tutto all’interno di
1, interseca il bordo di ¢ in piu punti o & tangente al bordo di 7. Il
primo caso e chiaramente accettabile, ma non contribuisce alla ri-
costruzione del bordo del cerchio ¢. Il secondo non e accettabile in
quanto si uscirebbe dal cerchio di partenza i, cosa proibita dal-
I'uguaglianza (1). Il terzo caso e accettabile, ma una copia rimpic-
ciolita che sia tangente al bordo, ha un solo punto in comune con
esso, che risulta quindi impossibile da ricostruire con un numero
finito di copie rimpicciolite del cerchio. O
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Consideriamo, ora, la figura che rappresenta una “V”.

Figura 6: V

Essa puo essere descritta, in termini matematici, come I'unione di
due segmenti che hanno un punto in comune e che formano un angolo
piu piceolo dell’angolo piatto. Vogliamo dimostrare che non e auto-
simile.

TEOREMA 5. — La figura V non e autosimile

Dimostrazione: [11] Per assurdo, se la V fosse autosimile, varrebbe
la decomposizione (1) per opportune similitudini contrattive. Questo
vorrebbe dire che ogni copia rimpicciolita della V dovrebbe essere
contenuta nella figura di partenza e quest’ultima dovrebbe essere
completamente ricoperta dalle sue copie rimpicciolite.

Ricordiamo che una similitudine trasforma un segmento in un
segmento e conserva gli angoli. Questo vuol dire che ogni copia
rimpicciolita € una V piu piccola ma con lo stesso angolo della V di
partenza. Puo il vertice della copia rimpicciolita non coincidere col
vertice della figura di partenza? No, perché la decomposizione (1)
forza le copie rimpicciolite ad essere contenute dentro la figura di
partenza (figura 7). Allora ognuna delle copie rimpicciolite lascia
fuori i due estremi della V. Dunque la (1) non puo valere. Questo
vuol dire che la V non e autosimile. O
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Figura 7: Caso possibile e caso impossibile.

In generale, davanti ad un’immagine, potrebbe non essere evidente
se essa goda della proprieta di autosimilarita, quindi come sia possibile
applicare il metodo di compressione all'immagine in questione. Ci
viene in aiuto il seguente teorema del collage.

TEOREMA 6 (Teorema del Collage, [1] pag 100). — Consideriamo
una figura T e W1,..., Wy stmalitudint contrattive con fattore di
contrazione 0 < s <1, tali che il collage dei pezzi ottenuti tra-
sformando T mediante le similitudini sia vicino alla figura di par-
tenza, cioe

N
h(T, U Wn<T>> <e
n=1

con ¢ sufficientemente piccolo, dove h e la distanza di Hausdorfftra la
figura T e la figura Uf;le W, (T). Le contrazioni {Wy, ..., Wy} creano
1 modo univoco Uoperatore G che associa ad ogni figura F la figura
UY_, W, (F). Tale operatore G risulta essere una contrazione di fattore
s dallo spazio X di tutte le figure in X stesso. Allora il Teorema delle
contrazioni garantisce l'esistenza di ununica figura fissa A per G.

Risulta
e

1-s’

Data una figura 7, il teorema del collage necessita le similitudini
Wi, ..., Wy tali che il collage Ufzvzl W, (T) sia vicino alla figura di
partenza T; la memorizzazione di Wi,..., Wy costituira la com-

MT,A) <
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pressione di 7. Trovare tali similitudini sembra richiedere una certa
forma diinterazione con I'utente, il quale si trova a dover manualmente
operare la scelta delle trasformazioni opportune (si veda [1] pag 101 e
173). Nel capitolo 6 di [1] viene mostrato un modo automatico per ot-
tenere la compressione di 7. Esso si fonda sull’indebolimento della
proprieta di autosimilarita, come illustrato nel seguente paragrafo.

2. — Locale autosimilarita

Abbiamo visto che quando una figura € decomponibile in copie
rimpicciolite di se stessa essa si dice autosimile.

Quando una figura e decomponibile in copie rimpicciolite di pezzi
della figura stessa essa si dice localmente autosimile:

(3) 1=WiGNR)Y)UW(iNRe)U...UW,L(0NRy)

dove Wy, Wy, ..., W sono similitudini contrattive e W;(¢ N R;) € una
copia rimpicciolita non di tutta I'immagine, ma solo del pezzo che cade
dentro all'insieme R;.

Abbiamo mostrato che la V non e autosimile; pero essa e localmente
autosimile. Verifichiamo tale proprieta in maniera costruttiva.
Consideriamo i rettangoli By ed Ry come in figura 8. Ora consideriamo
separatamente la parte di figura che cade in R, e quella che cade in Ry;
riduciamo della meta entrambe le parti. E possibile ricostruire la figura
di partenza mediante le copie rimpicciolite dei due pezzi della V appena
ottenute semplicemente traslandole opportunamente. Si ha la de-
composizione = Wi(tNRy) UWa(iNRy) UWs(iNRy) UW(iN Ry),
illustrata nella figura 9.

Figura 8: 1a figura V nei rettangoli B ed Rs. Figura 9: Decomposizione della V.
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3. — Compressione e ricostruzione di un’immagine

Per la figura V la scomposizione in pezzi é stata fatta da noi tenendo
conto delle caratteristiche della figura in esame. Volendo creare un al-
goritmo di decomposizione che agisca su un’immagine generica, dob-
biamo trovare un modo universale per decomporre tale immagine in
pezziin modo che siano“approssimativamente” copie rimpicciolite di altri
pezzi della figura di partenza. Come detto in precedenza, vogliamo co-
struire un operatore che agisca su sottoinsiemi della figura e che li con-
fronti con I'immagine di partenza utilizzando la distanza di Hausdorff.

3.1 — Esempio 1
Descriviamo questo metodo universale ancora sulla V.

3.1.1 - Processo di compressione dell’immagine

Raffiguriamo la nostra immagine ¢ in un quadrato 64 x 64 pixel.
Facciamo due copie di : dividiamo quella di sinistra in quadrati 16 x 16
pixel (sara quindi una griglia formata da 16 quadrati, D; con
1=1,...,16) e quella di destra in quadrati 32 x 32 (griglia di 4 quadrati,
Riconj=1,..,4).

i oy O, o,

Ry R
o, 8 o, /é,
o, o, | D, O,

Ry Ry

by, D\‘/é... Dy

Figura 10: griglia D e griglia R.

Consideriamo ora il frammento di immagine che cade in R; e rim-
piccioliamolo della meta. Operiamo allo stesso modo con Ry, R3 ed Ry:
in figura 11 otteniamo cosi le copie rimpicciolite dei quattro pezzi della
figura 1.
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Figura 11: copie rimpicciolite di pezzi della V

Confrontando ora le immagini cosi ottenute con ciascun D;, otteniamo
le seguenti associazioni:

Dy — Ry

Dy — Ry

D5 — R3

Ds — Ry

Dy — Ry

Dy — R

D1y — R3

D15 — Ry
Inizialmente avevamo bisogno di 64 x 64 = 4096 informazioni, una per
ogni pixel (acceso o spento); con le associazioni abbiamo ridotto ad 8 le
informazioni necessarie per la memorizzazione della figura. La crea-
zione di questa lista e il cosiddetto processo di compressione del-
I'immagine.
3.1.2 = Processo di ricostruzione dell’immagine

Bisogna ora definire I'operatore che ci permettera di ricostruire
I'immagine compressa a partire dalle associazioni sopra elencate:

L(a) =Wi(a NR1) UW(aNRs) UWs(aNRg) UWslanRy)
UWilaNRy) UWii(a N Rz) UWiglanRs) UWis(an Ry)

dove Wi.(a N R;) e I'insieme che si ottiene prendendo il pezzo di a che
cade in R, riducendolo con 'omotetia di fattore 1/2 e traslandolo in Dj,.
Applichiamo dunque l'operatore trovato L alla seguente figura a: il
quadrato tutto pieno.
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Per ottenere L(a) si deve suddividere a con la griglia dei quadrati
32 x 32:
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Inoltre bisogna considerare la griglia dei quadrati 16 x 16 che é vuota:

b, D O, D,
D, D D, Dy
D'i [.:1 0 I::"I'I D'IE

Dya Dy Dy Dy

essa sara riempita opportunamente mediante ’azione dell’operatore L.

Wila N Ry): Dy viene riempito con la parte di a che cade in R

O Dy Dy Dq




AUTOSIMILARITA E TRATTAMENTO DELLE IMMAGINI 239

Wyla N Re): Dy viene riempito con la parte di a che cade in Ry

Ws(a N R3): D5 viene riempito con la parte di @ che cade in R
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Wg(a N Ry): Dg viene riempito con la parte di a che cade in Ry

Wiola N Ry): Dy viene riempito con la parte di a che cade in R
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Wii(a N Rg): D11 viene riempito con la parte di a che cade in Ro

Wisla N R3): D14 viene riempito con la parte di a che cade in R
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Wis(a N Ry): D15 viene riempito con la parte di a che cade in Ry

Ecco quindi la prima iterazione, ovvero L(a):

Figura 12: L(a).
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Applichiamo ora L ad L(a).
Per ottenere L(L(a)) bisogna suddividere L(a) con la griglia dei qua-

drati 82 x 32:

243

Inoltre si deve considerare la griglia dei quadrati 16 x 16 che e
vuota; essa sara riempita opportunamente mediante 1’azione del-

I'operatore L.

D, D, o, | O,
s |2 | By | oy

D‘! D1ﬂ I:,Il D'IE‘
Dys D, Dy Dy
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Anche in questo caso possiamo mostrare passo per passo le opera-
zioni che L compie sulla figura L(a).

Wi(L(a) N Ry). Dy viene riempito con la parte di L(a) che cade in R,

Wi(L(a) N Rg). Dy viene riempito con la parte di L(a) che cade in Ry
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W5(L(a) N R3). D5 viene riempito con la parte di L(a) che cade in R

Ws(L(a) N Ry4). Dg viene riempito con la parte di L(a) che cade in R4.

D, | D
D;
D11 D'I!
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Wio(L(a) N Ry). Dy viene riempito con la parte di L(a) che cade in R

o, | D
D,

Dy | Dy
Dy | Dig

Wi (L(a) N Ry). Dy; viene riempito con la parte di L(a) che cade in Ro
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Wis(L(a) N R3). D14 viene riempito con la parte di L(a) che cade in R3

Wis(L(a) N Ry). D15 viene riempito con la parte di L(a) che cade in Ry
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Ecco quindi il risultato della seconda iterazione, ovvero L(L(a)):

Figura 13: L(L(a)).

Applichiamo ora L ad L(L(a)).
Per ottenere L(L(L(a))) si deve suddividere L(L(a)) con la griglia
dei quadrati 32 x 32:
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Inoltre bisogna considerare la griglia dei quadrati 16 x 16 che e
vuota; essa sara riempita opportunamente mediante I'azione del-
I'operatore L.

Di nuovo mostriamo passo per passo le operazioni che L compie
sulla figura L(L(a)).

Wi(L(L(a)) N Ry). Dy viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade
in R1
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Wy(L(L(a)) N R2). Dy viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade
in Rz

Ws(L(L(a)) N R3). D5 viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade
in Rg
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Ws(L(L(a)) N Ry4). Dg viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade

in R4

v | o2 | o | oD
5 Dﬂ- D? a8
D‘B l:i1l:l l:.11 D ]
Dyq Dy, Dys Dyg

Wio(L(L(a)) N Ry). Dy viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade

in Rl

D, D
D; b,
l:'11 Dﬂ
D15 D1ﬂ-
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Wi (L(L(a)) N Re). D11 viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade
in Rz

Wi(L(L(a)) N R3). D14 viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade
in Rg
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Wis(L(L(a)) N Ry). D15 viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade
in R4

Ecco quindi il risultato, ovvero L(L(L(a))):

Figura 14: L(L(L(a))).
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Applicando di nuovo 'operatore alla figura ottenuta si ha:
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Infine, reiterando L, si ottiene:




256 FRANCESCO LEONETTI - MANUELA MANETTA

La figura ottenuta dopo 5 iterazioni e la seguente:

3.2 — Esempio 2

Consideriamo ora 'esempio di una casetta:
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3.2.1 = Processo di compressione dell’immagine

Procedendo come nell’esempio precedente, cioe costruendo le gri-
glie 16 x 16 e 32 x 32 per la casetta, come nelle seguenti figure
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troviamo le seguenti associazioni:
Do — Ry
Ds — Ry
D5 — Ry
D¢ — Ry
D7; — Ry
Dg — Ry
Dy — Ry
Dyp — Ry
D11+ Ry
Dy2 — Ry
D3 — Ry
Dy5 — Ry
Dys — Ry

Con tali associazioni abbiamo ridotto a 13 le informazioni necessarie
per la memorizzazione della figura.

3.2.2 = Processo di ricostruzione dell’immagine

L’operatore L di ricostruzione dell'immagine é il seguente:

L(a) = Wala N R1) UWs(aNRz) UWs(aNRy) UWslan Ry)
U Wra N Ry) UWg(an Rg) UWylanNRy) UWiplaNRy)
U Wila N Ry) UWislaNRy) UWis(a N Ry)
U Wisla N Ry) UWigla N Ry)



AUTOSIMILARITA E TRATTAMENTO DELLE IMMAGINI 259

Applicando quest’operatore al quadrato pieno si ottiene:
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Applicando nuovamente 'operatore alla figura appena ottenuta si ha:
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Reiterando L sulla figura ottenuta si ha:
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Applicando ancora una volta L otteniamo:
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Applichiamo ancora L:
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Alla fine della quinta iterazione otteniamo:

3.3 — E'sempio 3

Consideriamo ora 'esempio del triangolo di Sierpinski:
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3.3.1 = Processo di compressione dell’immagine

Procedendo come nell’esempio precedente, cioe costruendo le gri-
glie 16 x 16 e 32 x 32 per il Triangolo di Sierpinski, come nelle se-
guenti figure

Tl!__lf
'F"' ¥
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troviamo le seguenti associazioni:
Do — Rq
D3 — Ry
D¢ — Rs
D7 — R3
Dy — Ry
Dyp — Ry
Dy — Ry
Dz — Ry
D3 — R3
Dy — B3
Dy5 — R3
Dys — B3

Con tali associazioni abbiamo ridotto a 12 le informazioni necessarie
per la memorizzazione della figura.

3.3.2 = Processo di ricostruzione dell’immagine
L’operatore L di ricostruzione dell'immagine é il seguente:
L(a) =Wse(aNRy) UWs(aNRs) UWg(aNRs) U Wrla N R3)
U Wyla NRy) UWiplaNRe) U Wii(a NRy) U Wis(a N Ry)
UWislaNRs) U WiglaNR3) U Wis(a N Rs) UWislanR3)
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Applicando quest’operatore al quadrato pieno si ottiene:




268 FRANCESCO LEONETTI - MANUELA MANETTA

Applicando nuovamente 'operatore alla figura appena ottenuta si ha:
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Reiterando L sulla figura ottenuta si ha:
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Applichiamo ancora L:
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Infine, reiterando L sulla figura ottenuta si ha:
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Alla fine della quinta iterazione otteniamo:

Abbiamo realizzato un video [7] per illustrare il processo di com-
pressione e ricostruzione di un’immagine spiegato sopra.

4. — Autosimilarita debole

Abbiamo visto che la circonferenza, il cerchio e la V non sono au-
tosimili, ovvero che data una di queste figure A, é falso che

k
A= USi(A)
=1

con S; : R — IR? similitudini contrattive peri =1, ..., k.
Ricordiamo la formula (2) che definisce una similitudine: tale rela-
zione richiede che il quoziente

sia costante al variare di x e .
Consideriamo ora funzioni Lipschitziane, cioe quelle in cui e ri-
chiesto che tale quoziente sia solo limitato da una costante p, cioe
d(L(x), L(y)) p
da,y) —
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Questo vuol dire che, sotto I'azione di L, alcuni puntivengono avvicinati
piu di altri. Poiché ciinteressano le contrazioni, vogliamo che la costante p
sia minore di 1 e parleremo, quindi, di funzioni Lipschitziane contrattive.

Diremo che A e debolmente autosimile se

k
A=JLiA)
1=1

con L; : R* — R? lipschitziane contrattive per i =1, ..., k.

Iniziamo col prendere in esame il caso della circonferenza.
Abbiamo bisogno di una funzione lipschitziana, contrattiva, che mandi
la circonferenza a coprire un pezzo della circonferenza stessa, ovvero
un arco di circonferenza. Per semplificare i conti, scegliamo di lavo-
rare con la circonferenza di centro l'origine e raggio 1:

C={yecR®:x®+y*=1}

Figura 15: Circonferenza.

Consideriamo la funzione v : R? — IR?, definita nel seguente modo:

r 1+ y>

4) v, y) = 7277
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Si tratta di una funzione lipschitziana con costante di Lipschitz pari
1
a —. Tale funzione manda la circonferenza di partenza nell’arco di

V2

circonferenza

1 1
Cl={(x,y>€R2:x2+y2:1, ——2§x§—2,y20}

rappresentato in figura 16:

Figura 16: Arco di circonferenza.

I restanti pezzi della circonferenza saranno ottenuti mediante op-
portune rotazioni dell’arco appena trovato. In particolare:

Ce = Rz(C1) C3=R.(C1) Cy=Ry(Cy)

Figura 17: Circonferenza debolmente autosimile.
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Ne concludiamo dunque

TEOREMA 7. — La circonferenza ¢ debolmente autosimile.

Ora consideriamo il caso del cerchio. Ricordiamo che esso non e
autosimile perche il bordo del cerchio non puo essere ricostruito a
partire dalle sue copie rimpicciolite. Tale ostacolo puo essere superato
ricoprendo piccole aree vicine alla frontiera con otto lunette applicando
la funzione v definita in (4) al cerchio:

B={y eR®:a?+y*<1}

Figura 18: Cerchio.

v(B) non é altro, infatti, che la seguente lunetta

1 1 1
Li={@yeR: e+ <1, ——<a<—, 2—}
! { Y Y V2 NCR

rappresentata in figura 19:

wd

Figura 19: Lunetta.
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Le restanti lunette possono essere ottenute ruotando opportuna-
mente Lq:

Ly = Rg(L1) L3 =Rn(Ly) Ly= Ry (L)

1)

Figura 20: Lunette.

Per assicurare che nessun punto del bordo del cerchio rimanga
scoperto consideriamo inoltre le lunette

Ls = R«(L1) Lg¢= R%Z(Lﬂ L7 = Rgn(Lﬂ Lg = Rgﬂ(la)

)

Figura 21: otto lunette.
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Rimane ora da ricoprire I'ottagono regolare. Bisogna quindi tro-
vare 'equazione della circonferenza che circoscrive 'ottagono e il
cerchio corrispondente sara D = {(x,y) € R®: a2 + 32 <2 — 2} da
cui si ha che

TEOREMA 8. — Il cerchio e debolmente autosimile.

5. — Conclusioni

I1tematrattatoin questo lavoro ha costituito un valido spunto perla
realizzazione di attivita nell’ambito del Progetto Lauree Scientifiche,
[6], che ha lo scopo di interessare i giovani alle scienze di base, quali
matematica, fisica, chimica e scienze dei materiali, con attivita ex-
tracurriculari e di orientamento all’'universita.

In particolare, nel marzo del 2009, ad Avezzano, e stata realizzata
un’attivita di sei incontri pomeridiani, da un’ora e mezza ciascuno, dal
titolo F'rattali, [4], che ha coinvolto quattro insegnanti ed una quindicina
di studenti del triennio del liceo scientifico. Dopo un’introduzione del
primo autore, il gruppo di lavoro si & dedicato alla codifica delle imma-
gini con carta e matita, utilizzando la tecnica descritta nel paragrafo 3.

Successivamente, nel giugno 2013, una simile attivita [5], in versione
ridotta, e stata proposta da entrambi gli autori ad una ventina di stu-
denti provenienti da licei scientifici abruzzesi, in occasione della loro
vigita all'Universita degli Studi dell’Aquila.
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