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Filosofia e matematica tra XIX e XX secolo

PAoLA CANTU

1. — Introduzione

Per comprendere il rapporto tra filosofia e matematica tra XI1X e XX
secolo si tende spesso a considerare le interazioni tra le due discipline in
filosofia della matematica e della logica. Stewart Shapiro ha distinto due
diverse modalita di rapporto tra ontologia e pratica della matematica,
descritte rispettivamente dai principi metodologici philosophy first e
philosophy last-if-at-all: nel primo caso le ragioni filosofiche a favore di
una determinata ontologia matematica determinano normativamente
come la matematica deve essere fatta; nel secondo caso la filosofia & un
mero epifenomeno che non esercita alcuna influenza sullo sviluppo della
matematica. (%) Questa distinzione, che ha avuto molta fortuna in filo-
sofia della matematica, soprattutto nel dibattito tra realisti e nomina-
listi, e spesso ripresa, con qualche variante terminologico-concettuale,
anche nelle ricerche sulla spiegazione matematica, ove si distingue tra
spiegazione orientata alla pratica (practice-driven) e spiegazione
orientata alla filosofia (philosophy-driven).

In questo articolo faremouso di quest’ultima distinzione terminologica,
estendendola pero a tutti gli ambiti di filosofia dellamatematica (e non solo
all'ontologia o alla questione della spiegazione) e a diverse tradizioni di
ricerca (non solo logica, filosofia analitica e questioni fondazionali, ma
anche approcei interdisciplinari quali la teoria dell’argomentazione). (%)
L’approccio orientato alla filosofia — al quale Shapiro si allinea, pur insi-
stendo sullanecessita di abbattere inutili muri tra filosofia e matematica e

(*) Cfr. Shapiro (1997), pp. 25 ss.

(®) La distinzione philosophy-driven e practice-driven adottata in questo articolo ricalca
inpartel’opposizione tracciatada Paolo Mancosu trauna certa tradizione difilosofia analiticae
quella che Mancosu chiama tradizione maverick, che include Lakatos (1976) e Corfield (2003),
ma non ha valore storico bensi, al pari di Shapiro, metodologico. Cfr. Mancosu (2008a), p. 3.
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sull’opportunita di considerare defeasible la normativita filosofica — as-
sume che la filosofia sia un’attivita svolta esclusivamente da filosofi di
mestiere (che eventualmente possono essere anche competenti in mate-
matica) e cheinfluenzalamatematica senzaesserne asuavoltainfluenzata
in maniera significativa. A tale approccio ascriviamo le indagini collegate
allo sviluppo degli smi novecenteschi (neo-logicismo, nominalismo,
strutturalismo, ecc.), le ricerche correlate al noto dilemma di Benacerraf
sull'indispensabilita della matematica e pit in generale tuttii contributial
problema dell’esistenza di oggetti astratti, del loro aceesso cognitivo e
della scelta di una logica al primo o al secondo ordine. (}) L’approccio
orientato alla pratica matematica e invece caratterizzato dall’idea che la
ricerca disoluzioni ai problemi aperti in matematica cosi come la ricerca di
definizioni e di argomenti siano attivita essenzialmente filosofiche — in-
dipendentemente da chi se ne occupa — che possono avere ricadute tanto
sullo sviluppo delle teorie matematiche stesse quanto sulle trasformazioni
degli strumenti concettuali di cui si serve la filosofia. Nell’approccio
orientato alla praticaincludiamo le indagini che mostrano I'intersecarsi di
filosofia e storia dellamatematica, le ricerche epistemologicherelative alla
visualizzazione e alla spiegazione in matematica, le indagini sulle dimo-
strazioni assistite dal calcolatore, e 'analisi di alcune proprieta degli ar-
gomenti matematici, come la purezza, l'evidenza, la fecondita. (*)

(®) Sipensiad esempio alla filosofia della matematica cosi come & intesa dai filosofi analitici
oaitemitrattati nellamaggioranza delle introduzioni alla filosofia dellamatematica e nelle voci
enciclopediche (per esempio Shapiro 2005, i primi capitoli di Irvine 2009, Horsten 2007, ecc.).

(*) L’approccio practice-driven per come & inteso qui, include ad esempio Lakatos
(1976) e Corfield (2003), ma anche la nuova epistemologia (Mancosu 2008), le interazioni
tra filosofia e storia (Ferreiros e Gray 2006, van Kerkove et al. 2010), le recenti indagini
sull’argomentazione in logica e in matematica (Gabbay et al. 2002, Aberdein e Dove 2013),
le ricerche sulla teoria degli insiemi, sulla probabilita, sulla computabilita, sulla matema-
tica inconsistente o sulle applicazioni e i problemi aperti in matematica (Irvine 2009,
Colyvan 2012). Questa distinzione si intreccia ma non coincide con le distinzioni tracciate
da Carlo Cellucei (2013, pp. 93-96) tra filosofia della matematica statica (volta alla
giustificazione di un corpo di conoscenze stabilito) e dinamica (interessata piuttosto alla
crescita della conoscenza matematica) e tra approccio top-down (a partire da qualche
assunzione generale non dimostrata) e bottom-up (a partire dall’attivita degli individui).
Se condivide con 'approccio dinamico I'interesse per le argomentazioni induttive accanto
a quelle deduttive, & bottom-up nel senso che emerge nell’attivita dei singoli matematici.
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Per comprendere il ruolo della filosofia in matematica tra XIX e XX
secolo, ci sembra piu utile un approccio practice-driven, che si inter-
roghi sul modo in cui 'attivita filosofica si e sviluppata all'interno delle
teorie matematiche stesse, piuttosto che un approccio philosophy-
driven, in cui l'attivita filosofica associata alla matematica e ridotta alla
sola questione fondazionale. Generalmente, infatti, siricorre alla storia
dei fondamenti della matematica e della logica per illustrare i com-
plessi rapporti tra matematica e filosofia tra Ottocento e Novecento,
ma questo e solo uno dei campi in cui emerge l'attivita della filosofia
all'interno della matematica. Anzi, in un certo senso, si potrebbe dire
che in tale ambito la filosofia prende spunto da un problema proprio
della matematica, la ricerca di una fondazione rigorosa dei propri
concetti fondamentali, ma lo trasforma in un problema piu stretta-
mente logico, che riguarda o una parte molto ristretta della matema-
tica (la logica matematica e eventualmente la teoria dei numeri o al-
cune parti elementari della geometria) o addirittura una parte della
filosofia stessa, dato che per molti autori la logica matematica e una
disciplina filosofica scritta in notazione simbolica.

Per comprendere il rapporto tra filosofia e matematica tra XIX e
XX secolo occorre pero innanzitutto ricostruire I'emergere della di-
stinzione disciplinare tra matematica e filosofia nelle classificazioni
ottocentesche delle scienze e le differenze tra i due tipi di conoscenza
rilevate dai filosofi ma anche 'eventuale diverso uso di definizioni e
argomenti nelle due discipline. I criteri usati per la classificazione delle
scienze nell’Ottocento si basano su aspetti differenti delle teorie
scientifiche — la natura degli oggetti, la metodologia di indagine, il tipo
di conoscenza raggiunto — ma concordano nell’assegnare a filosofia e
matematica due posizioni distinte o addirittura contrapposte. Anche
nelle riflessioni filosofiche sulla natura di queste due scienze — si pensi
per esempio a Kant, Hegel, Bolzano, Husserl — si insiste su una con-
trapposizione metodologica che implica campi di applicazione e finalita
distinte. (°) Prima facie, anche I'uso di definizioni e argomenti sembra
molto diverso in matematica e in filosofia. Tuttavia, le indagini piu

(®) Cfr. Cantu (2003), spec. capp. 1 e 3.
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recenti sulla pratica matematica e le indagini volte a riconoscere una
continuita tra logica formale e informale pongono I'accento su alcune
somiglianze: le definizioni sono nominali in entrambe le discipline; la
matematica, come la filosofia, fa uso non solo di dimostrazioni ma anche
di argomenti non deduttivi.

Una volta ricostruiti 'origine storica e i limiti della distinzione
disciplinare, 'approccio pratice-driven a un problema concreto
permettera di mettere in questione un’opposizione troppo netta tra
le due discipline e di mostrare quanto ricco sia stato il contributo
della filosofia quando essa ha agito all'interno della matematica.
L’indagine sui concetti di numero e grandezza, che attraversa di-
versi rami del sapere matematico — dalla geometria proiettiva allo
studio del continuo, dalle indagini sulle grandezze misurabili al-
I'assiomatizzazione dell’aritmetica — mostra bene come la ricerca di
una definizione in matematica sia un’attivita propriamente filosofica,
sia perché richiede una visione d’insieme di varie parti della mate-
matica, sia perché presuppone una riflessione metodologica sul si-
gnificato delle operazioni di generalizzazione e di estensione di una
teoria mediante nuovi elementi.

2. — L’emergere di una distinzione disciplinare nelle classificazio-
ni delle scienze

L’Ottocento costituisce un momento di rottura nello sviluppo della
matematica e una discontinuita teorica e metodologica che ha portato
ad una distinzione disciplinare rispetto alla filosofia. Da un punto di
vista teorico la matematica sviluppa nuovi rami del sapere — dall’analisi
combinatoria alla teoria degli spazi vettoriali, dalla probabilita alla
topologia, dall’analisi differenziale alla teoria dei numeri ipercomplessi
— e numerosissime applicazioni alla fisica, alla chimica, alle scienze
della natura, discipline che si separano anch’esse dalla generica “filo-
sofia naturale”. Ne segue una modificazione del posto assegnato a
ciascuna disciplina all'interno delle classificazioni delle scienze e di
conseguenza un diverso ruolo assegnato a ciascuna nelle riforme dei
sistemi educativi, particolarmente significative nei paesi di recente
unificazione, come la Germania o I'Italia.
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Un primo tipo di classificazioni delle scienze emerse nell’Ottocento &
tassonomico e ricalca le ripartizioni usate nelle scienze naturali: la
distinzione si basa non piu sulle facolta coinvolte (sensi, immagina-
zione, ragione) ma sugli oggetti delle diverse scienze. In questa pro-
spettiva emerge la distinzione tra scienze naturali e scienze dello
spirito, che oppone la matematica, avvicinata alla fisica, e la filosofia,
associata alle scienze sociali. (%)

A queste classificazioni tassonomiche si affiancano classificazioni
piu concettuali, basate sul punto di vista dal quale le scienze studiano i
propri oggetti (metodo) e sul tipo di conoscenze che la scienza e in
grado di produrre. Una nota classificazione basata sul metodo e quella
che oppone approccio nomotetico e avalutativo proprio delle scienze
naturali (alle quali appartiene la matematica) e approccio idiografico e
valutativo proprio delle scienze dello spirito, e dunque della filosofia. ()

Altre classificazioni fanno riferimento al tipo di econoscenza scien-
tifica prodotta, e in particolare al tipo di verita o di proposizioni che
compaiono nelle diverse scienze. Un esempio e la classificazione che
oppone scienze formali (astratte) e scienze reali (concrete), una di-
stinzione che avvicina la matematica alla logica, riprendendo la di-
stinzione leibniziana e humeana tra verita di fatto e verita di ragio-
ne. %) Per Comte la matematica, intesa come scienza delle grandezze
che misura le relazioni quantitative tra i fenomeni, riveste il ruolo di
organon della filosofia naturale (dunque di tutte le scienze), venendo a
ricoprire il ruolo che Aristotele aveva assegnato alla logica. Per Carnap
invece la matematica e esplicitamente associata alla logica come
scienza tautologica, che pur non esprimendo stati di fatto ha valore
scientifico perché permette di esplicitare la conoscenza contenuta nelle
premesse di un’argomentazione. In entrambi i casi, alla matematica si
affida un ruolo metodologico fondamentale che da un lato la rende
oggetto privilegiato d’'indagine filosofica mentre dall’altro le affida il
compito di garantire una concezione unitaria del sapere scientifico.

®) Cfr. Ampere (1834-38), Du Bois-Reymond (1878), Dilthey (1883).

(") Cfr. Windelband (1894), Rickert (1896-1902), Dilthey (1883).

(®) Cfr. Grassmann (1844), Comte (1830-42), Spencer (1864), Wundt (1889), Carnap
(1931).
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Benché la matematica sia imparentata alla logica, essa resta netta-
mente distinta dalla filosofia come metafisica, che e relegata ad uno
stadio preliminare nello sviluppo della conoscenza umana (Comte) o &
privata di significato in quanto non esprimibile mediante enunciati
verificabili (empirismo logico).

Pur nella varieta dei metodi e degli obiettivi delle classificazioni
ottocentesche, un tratto comune riguarda il ruolo contrapposto o
nettamente separato assegnato a filosofia e matematica: si tratta or-
mai di due discipline non solo distinte, ma anche “lontane” nella raf-
figurazione spaziale degli alberi della conoscenza.

3. — L’opposizione tra matematica e filosofia nelle definizioni dei
filosofi

La separazione tra saperi umanistici e saperi scientifici nei curricula
scolastici e accademici (foriera della futura opposizione tra le due culture
discussa da Charles Percy Snow) () sancisce la fine dell'ideale unitario
del sapere, che si era manifestato non solo nel progetto leibniziano di una
chiave simbolica universale di accesso alla realta ma anche nei progetti
pedagogici delle enciclopedie settecentesche, che ancora vedevano nella
matematica la componente di un’unica attivita razionale filosofica. E in
questa prospettiva che emerge 'originalita delle definizioni per con-
trapposizione di matematica e filosofia proposte dai filosofi.

Kant contrappone la filosofia come ‘uso discorsivo della ragione
secondo concetti’ alla matematica come ‘uso intuitivo della ragione
mediante la costruzione dei concetti’. (*°) Bolzano distingue la mate-
matica come ‘studio delle condizioni di possibilita degli oggetti’ dalla
filosofia come ‘studio delle condizioni di esistenza delle cose’. (') La
matematica, infatti, non riguarda la realta ma soltanto il regno dell'in
sé, vale a dire di qualcosa che non ha esistenza reale, mentre la filosofia
(metafisica) riguarda I'esistenza delle cose (per esempio dell’anima e di

() Cfr. Snow (1959).
(1% Cfr. Kant (1787), B 747 (trad. it. p. 446).
(Y Cfr. Bolzano (1810), p. 11.
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dio). Seppure in prospettiva diversa, la distinzione husserliana tra
matematica formale e logica trascendentale segue la stessa linea: la
matematica non ha bisogno di interrogarsi sull’esistenza attuale delle
sue costruzioni formali, ma la logica filosofica, se vuole essere una
scienza genuina, deve interrogarsi sul rapporto tra lalogica formale el
mondo materiale delle cose. (*?)

Nella Fenomenologia dello spirito Hegel osserva che la matematica
non e un buon modello di conoscenza, perché in essa, a differenza che in
filosofia, la necessita della dimostrazione resta esterna all’oggetto e la
conoscenza e ottenuta solo attraverso I'indagine del modo in cui viene in
essere I'esistenza, senza considerare anche il modo in cui viene in essere
I'essenza dell’oggetto. (*3) Filosofia e matematica sono contrapposte
come due modi diversi di conoscenza (rispettivamente dialettica e non-
dialettica) dotati di gradi di certezza distinti: a differenza della dedu-
zione filosofica, la dimostrazione matematica non é necessaria a causa
dell’arbitrarieta nella scelta delle costruzioni ausiliarie.

Gli empiristi logici, pur non avendo I'intenzione esplicita di opporre
la conoscenza matematica alla conoscenza filosofica, hanno aceentuato
il divario, sia perché hanno insistito sulla natura analitica di logica e
matematica, sia perché hanno contrapposto gli enunciati scientifici
dotati di significato (la cui verita puo essere stabilita in virtu delle
convenzioni del linguaggio o verificata empiricamente) agli enunciati
metafisici, privi di un criterio di verificabilita.

Uno degli aspetti centrali della svolta novecentesca consiste proprio
nel ruolo ambiguo che la logica viene a svolgere incuneandosi tra ma-
tematica e filosofia fino a far saltare queste definizioni filosofiche per
contrapposizione. Da un lato, nella tradizione dell’algebra della logica
(Schroder), 'indagine filosofica sulle leggi del pensiero si avvale di una
notazione simbolica che rileva certe simmetrie tra le relazioni tra i con-
cetti e le usuali operazioni matematiche. D’altro lato, nella filosofia
analitica erede della prospettiva logicista (Frege, Russell), la matema-
tica e riducibile alla logica, e ove quest’ultima sia considerata parte della

(*?) Cfr. Husserl (1929), pp. 11-12 (trad. it. p. 17).
(*3) Cfr. Hegel (1807), pp. xlviii-li (trad. it. pp. 32-35).
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filosofia, la contrapposizione tra matematica e filosofia viene meno. (*)
Perfino chi considera la logica matematica come qualcosa di essenzial-
mente distinto dalla logica filosofica non sembra interessato a contrap-
porre le due discipline: Peano e i membri della sua scuola, ad esempio, si
presentano ai convegni di matematica e di filosofia di Parigi nel 1900
discutendo il tema della definizione da un punto di vista logico (Padoa),
matematico (Peano e Burali-Forti), ma anche filosofico e scientifico
(Vailati). (*°) Vailati in particolare insiste sul rapporto tra pragmatismo
filosofico e pragmatismo logico-matematico, mentre i progetti di una
lingua universale (Peano, Couturat) manifestano un nuovo interesse per
il rapporto tra linguaggio ordinario e linguaggio simbolico. (*%)

4. — Due opposte forme di razionalita nell’'uso di definizioni e
argomenti

La ricerca delle definizioni e da sempre un’attivita specificamente
filosofica, iniziata con la domanda socratica t1 esti? e proseguita con la
ricerca aristotelica della differenza specifica tra genere e specie.
Generalmente si ritiene che le definizioni ricercate dalla filosofia siano
definizioni essenziali, vale a dire definizioni che riguardano I'essenza
delle cose cuiitermini fanno riferimento e che pertanto hanno non solo la
funzione di chiarire o precisare il discorso ma anche lo scopo di estendere
la conoscenza, fornendo ad esempio soluzioni a problemi epistemologici.
Alla matematica, invece, soprattutto nella sua versione assiomatica, si
attribuiscono definizioni che hanno il valore di abbreviazioni termino-
logiche, o convenzioni tipografiche, vale a dire definizioni nominali di un
nuovo termine tecnico. Tuttavia questa contrapposizione viene meno non
appena si pensi alle riflessioni filosofiche sviluppate dai matematici nella
ricerca della definizione di numero (per esempio da Dedekind, da Frege
o da Peano) o ai tentativi di fornire definizioni implicite di un concetto
mediante una caratterizzazione assiomatica delle sue proprieta fonda-

() Cfr. Schroder (1890), Frege (1884), Russell (1903).

(*®) Cfr. i saggi di Padoa, Peano, Burali-Forti, Pieri e Vailati inclusi negli atti del
Congresso Parigino di Filosofia (AA.VV. 1901, pp. 279-404, 609-632); si veda anche Vailati
(1901), presentato al Convegno Parigino di Psicologia.

(*%) Cfr. Peano (1903), Couturat e Leau (1903).
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mentali (Hilbert). (**) Anche la contrapposizione tra definizioni reali, che
sarebbero prevalenti in filosofia, e definizioni nominali, tipiche della
matematica, € progressivamente tramontata (da John Stuart Mill in
avanti), perché in entrambe le discipline le definizioni sono oggi consi-
derate nominali e la dimostrazione dell’esistenza dell’oggetto cui il
concetto si riferisce deve essere provata indipendentemente con argo-
menti o costruzioni. (**) Pur non potendo entrare qui in particolari sulle
diverse tipologie di definizione presenti in matematica e in filosofia, &
tuttavia certo che da un lato non si possono isolare delle definizioni che
occorrono specificamente o esclusivamente in un campo disciplinare,
dall’altro si puo osservare come I'attivita “tipicamente filosofica” di ri-
cerca delle definizioni e invece compiuta continuamente anche dai ma-
tematici stessi, soprattutto quando introducono una nuova teoria o ne
modificano una preesistente: si ha dunque uno spazio che la filosofia si
ritaglia allinterno della pratica matematica. (*%)

Un’altra tipica forma di contrapposizione tra matematica e filosofia
concerne il tipo di argomenti usati nelle due discipline per giustificare la
verita o la plausibilita di un’asserzione: dimostrazioni deduttive in ma-
tematica, argomenti di varia tipologia in filosofia. L’'incrinarsi della ten-
denza dogmatica a escludere gli argomenti non deduttivi € uno degli
effetti piu interessanti dell'incunearsi della filosofia all'interno della
pratica matematica negli ultimi due secoli. Da un lato il concetto di di-
mostrazione e stato oggetto di studi sempre piu approfonditi in con-
temporanea con lo sviluppo dell’assiomatica ipotetico-deduttiva e con lo
sviluppo dellalogica matematica, studiincentrati su temi quali la capacita
esplicativa, la purezza, la trattabilita delle dimostrazioni matemati-
che. (?°) D’altro lato si & messa in questione la natura meramente de-
duttiva dellamatematica, dando origine a numerosi studi sugli argomenti

(") Cfr. Dedekind (1888), Frege (1884), Peano (1889), Hilbert (1899).

(*8) Cfr. Mill (1843), p. 92.

(*%) Cfr. Tappenden (2008).

(*% Cfr. Arana (2014) and Detlefsen (2008) sulla purezza in matematica. Si vedano
anche Mancosu (2008b) e Molinini (2012) sulla capacita esplicativa delle dimostrazioni.
Cfr. anche Cellucci (2008) e piu in generale Lupacchini e Corsi (2008) sul rapporto tra
dimostrazioni formali e dimostrazioni reali.
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non-deduttivi usati nella pratica matematica e sulle dimostrazioni svi-
luppate con ausilio dei computer. (*') Infine, analisi di casi specifici ha
messo in luce varie tipologie di prova con proprieta epistemologiche di-
stinte (dimostrazioni caso per caso, dimostrazione per assurdo, dimo-
strazioni di unicita, dimostrazioni per induzione, ecc.) (*?) e varianti diuna
stessa dimostrazione basate sull'uso di logiche differenti. 3

In questo senso non solo la filosofia & venuta a giocare un ruolo
fondamentale nell’analisi dell’argomentazione matematica, ma si puo
anche dire che e venuta meno la contrapposizione tra due modi di
pensare tradizionalmente opposti: da un lato si e sviluppata una ten-
denza rigorosamente deduttiva in filosofia (vedi alcune correnti di fi-
losofia analitica), d’altro lato si e accentuata la tendenza a considerare
la matematica come una scienza quasi-empirica. % Lo studio delle
definizioni e degli argomenti effettivamente usati dai matematici ha
cosl rivelato alcune somiglianze e la netta separazione tra logica for-
male e logica informale tipica della seconda meta del Novecento si e
stemperata, anche grazie ad una complessa dialettica tra argomenta-
zione, intelligenza artificiale e teoria della computabilita, che hanno
fatto emergere diverse nozioni di argomento e di algoritmo. (*°)

(Y Si vedano ad esempio Aberdein e Dove (2013) sullo studio dei rapporti tra
argomentazione e matematica, Giaquinto (2007) sul ragionamento diagrammatico, Baker
(2008) sulla caratterizzazione della matematica sperimentale e McEvoy (2008) per una
discussione filosofica sulla natura a priori o a posteriori delle dimostrazioni ottenute con
'ausilio del calcolatore.

(®*?) Per una discussione di forme non deduttive di prova cfr. Baker (2009) e Cellucci
(2002); per una fenomenologia di diversi stili dimostrativi e una breve descrizione di
diverse logiche utilizzabili nelle dimostrazioni cfr. Lolli (2005), p. 137 ss.

(*®) A tal fine & importante confrontare i diversi sistemi logici in un’ottica pluralistica
(logica classica, intuizionistica, rilevante, modale, paraconsistente, logiche libere o anche
combinazioni delle precedenti): in questa direzione vanno le ricerche di logica dialogica
(Riickert 2001) o gli studi basati sul metodo dei tableaux semantici (D’Agostino et al.
1999). Per comprendere quanta logica serve nelle dimostrazioni matematiche di specifici
teoremi e stato sviluppato 'approccio noto come reverse mathematics, che permette di
valutare le differenze tra diversi programmi fondazionali, come il riduzionismo finitista di
Hilbert, il costruttivismo di Bishop, il predicativismo di Weyl e il riduzionismo predicativo
di Feferman e Friedman (Simpson 2009).

(% Cfr. Lakatos (1976).

(*) Cfr. Cantl e Testa (2012).
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5. — La filosofia nella pratica matematica: cosa sono i numeri e le
grandezze?

Un problema centrale nel dibattito matematico e filosofico tra
Ottocento e Novecento riguarda la definizione di che cos’e un numero e
di che cos’e una grandezza. La filosofia della matematica ha spesso
affrontato questo problema separando la domanda sulla natura dei
numeri dalle questioni relative alla definizione di numero reale e di
grandezza. Larga parte delle mie ricerche ai confini tra storia e filo-
sofia della matematica mi ha invece portato a credere che l'indagine
sulla definizione di numero naturale non possa essere disgiunta dal-
I'indagine sulla nozione di grandezza geometrica (in una terra di con-
fine tra geometria proiettiva, teorie del continuo e analisi assiomatica
del concetto di misura) e sui modi di intendere la generalizzazione in
matematica.

5.1 — La geometria protettiva

Nell’Ottocento lo sviluppo della geometria proiettiva induce a in-
terrogarsi sulla possibilita di definire il concetto di grandezza indi-
pendentemente dalla coordinalizzazione numerica — ad esempio, per
Grassmann una grandezza a tre dimensioni puo essere studiata senza
essere ridotta, tramite le coordinate cartesiane, a una terna di numeri
reali — e dalla misura — nei lavori di Poncelet e di Chasles le proprieta
proiettive dello spazio sono definibili senza introdurre il concetto di
distanza tra due punti). (*®) La questione filosofica centrale riguarda
la possibilita di indagare la geometria con un metodo sintetico anziché
analitico, vale a dire senza tradurre i problemi geometrici in equa-
zioni. La procedura analitica, basata sulla rappresentazione su assi
cartesiani, permette di trovare la soluzione a molti problemi geome-
trici, ma 1) non e pura perché utilizza dei metodi non geometrici (nel
processo di risoluzione delle equazioni) e 2) presuppone che un si-
stema numerico privilegiato (i numeri reali) sia in grado di rap-

(%) Cfr. Grassmann (1844), Poncelet (1822), Chasles (1837).
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presentare adeguatamente tutte le proprieta geometriche della retta
(Dedekind). () T testi di Poncelet, Chasles, Pasch, Klein, Veronese,
Hilbert, Enriques sono trattati matematici che contengono numero-
sissime riflessioni filosofiche su questi temi cosi come sul problema
dell'intuizione geometrica: l'intuizione spaziale da un lato viene
espunta dalle dimostrazioni (Pasch, Hilbert), dall’altro viene salva-
guardata come elemento caratterizzante la geometria rispetto al-
I'aritmetica (Veronese, Klein, Enriques). Go)

5.2 — L’assiomaitizzazione dell’aritmetica

L’assiomatizzazione dell’aritmetica ad opera di Dedekind e di
Peano mette in evidenza la centralita del concetto di successore
nella definizione di numero naturale e solleva alcuni interrogativi
relativi alla possibilita di fornire una definizione assiomatica uni-
voca e coerente dei numeri naturali (problemi di categoricita e
consistenza della teoria). Questo problema e tanto piu urgente
quanto piu si insiste sulla possibilita di ridurre tutti gli altri sistemi
numerici ai numeri naturali (per esempio i razionali sono definiti
come coppie di naturali, i reali come sezioni di razionali, i complessi
come coppie di reali) e sulla possibilita di dimostrare la consistenza
delle altre teorie matematiche attraverso una dimostrazione rela-
tiva (dimostrando cioe che una teoria e consistente tanto quanto la
teoria dei numeri naturali). E interessante notare che la maggior
parte delle riflessioni filosofiche philosophy-driven si concentra
sull’aritmetica: da un lato perché indaga principalmente i numeri
tra i possibili oggetti della matematica (sia quando ne afferma 1'e-
sistenza sia quando la nega); dall’altro perché, anche quando si
occupa pitl in generale di insiemi, finisce con il rivolgere I'attenzione
soprattutto alle applicazioni aritmetiche, come ad esempio la que-
stione dei numeri naturali e dei numeri cardinali transfiniti (tra-

(") Cfr. Dedekind (1872).
(®®) Cfr. Poncelet (1822), Chasles (1837), Pasch (1882), Klein (1893), Veronese (1891),
Hilbert (1899), Enriques (1901), (1906).
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scurando troppo spesso altri ambiti esprimibili nella teoria degli
insiemi, come gli spazi vettoriali, le strutture algebriche astratte, le
strutture topologiche). (*%)

5.3 — Lo studio del continuo numerico e geometrico

L’indagine sulla natura del continuo matematico porta nel-
I'Ottocento a soluzioni divergenti. Dedekind riduce il continuo
geometrico al continuo dei numeri reali, di cui fornisce una defini-
zione mediante il concetto di sezione di numeri razionali (altre de-
finizioni come successioni di numeri razionali e come classi di
equivalenza di successioni di numeri razionali sono fornite nel-
I'Ottocento da Cauchy e da Cantor rispettivamente). Cantor defi-
nisce il continuo geometrico come un insieme di punti. Veronese
definisce il continuo geometrico come un sistema di segmenti il cui
obiettivo e rappresentare il pit adeguatamente possibile la nostra
concezione intuitiva ed empirica del continuo, in maniera totalmente
indipendente dai numeri. In particolare, mentre Cantor tenta a piu
riprese di dimostrare I'impossibilita dell’esistenza di grandezze in-
finitesime, Veronese contempla la possibilita di segmenti infiniti e
infinitesimi, introducendo una nozione di continuo piu generale di
quella di Dedekind. (*%)

L’indagine sulla continuita dei numeri si interseca dunque nel-
I’Ottocento con i concetti di infinitamente grande ed infinitamente
piccolo, cui rimarra legata anche nel Novecento. La costruzione di
grandezze infinite e infinitesime e stata sviluppata negli anni Cin-

(*%) Ciod avviene forse perché 'aritmetica, essendo uno dei rami piii elementari della
matematica, & pill interessante per affrontare le questioni sui fondamenti e pit accessibile
ai filosofi di mestiere, che non sempre sono anche matematici. Tuttavia e probabile che la
scelta dei temi sia anche un portato storico delle ricerche sviluppate nella tradizione
philosophy-driven: uno dei compiti dell’approccio practice-driven dovrebbe allora essere
proprio quello di riportare 'attenzione su altri ambiti della matematica, che poi potranno
essere indagati in maniera feconda anche nell’approccio philosophy-driven.

(3% Cfr. Cantor (1887-88), Veronese (1891), Canti (1999), cap. 2, e Cantu (2010),

pp. 4-5.
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quanta dall’approccio non standard di Robinson, che fa uso di nume-
rosi teoremi logici ed e dunque radicalmente diverso rispetto alla co-
struzione di un continuo di grandezze. (')

5.4 - Lo studio delle grandezze misurabili

L’indagine sulla natura dei numeri non puo prescindere da uno studio
delle nozioni di grandezza e di misura, di cui viene fornita una prima
caratterizzazione assiomatica a inizio Novecento. Emerge cosi una di-
stinzione tra il concetto di grandezza estensiva e il concetto di quantita
estensiva: la prima, determinata dalla somma, & indipendente dalla
misurazione (Giuseppe Veronese, Rodolfo Bettazzi), mentre la seconda,
determinata dall’ordine, & di necessita misurabile (Otto Holder). (*?) 11
ruolo preponderante assunto dalla relazione d’ordine rispetto al-
I'operazione di somma nella definizione di grandezza spiega la sua pa-
rentela con la nozione di numero e anche la natura privilegiata dei nu-
meri reali rispetto ad altri sistemi numerici possibili (per esempio i
numeri non archimedei, che non hanno lo stesso tipo d’ordine, o altri
sistemi di numeri ipercomplessi). La relazione d’ordine garantisce, in-
fatti, la misurabilita e, dunque, 'applicabilita dei numeri alle grandezze
fisiche — requisito che gia Frege formulava nei termini di quello che oggi
viene chiamato application constraint: I'applicabilita dei numeri deve
essere interna alla definizione stessa di numero reale e non un risultato
esterno e indipendente dalla definizione. (**)

5.5 - La generalizzazione dei concetti matematici

Non solo lo studio degli sviluppi delle diverse discipline, ma anche
alcune riflessioni metodologiche che si possono enucleare dalla pra-
tica matematica sono fondamentali per comprendere “che cosa sono i

(1) Cfr. Robinson (1966).
(®?) Cfr. Cantii (2013).
(*3) Cfr. Hale (2000), p. 122.
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numeri”. A grandi linee, si possono individuare due modi differenti di
concepire la relazione tra le diverse teorie numeriche. Autori quali
Gauss, Dedekind e Cantor, ma anche Hilbert, insistono spesso sulla
nozione di generalizzazione di una teoria data per mezzo di una
estensione del suo dominio con l'obiettivo di garantire la chiusura
delle diverse operazioni, come se si potessero aggiungere elementi ad
esso senza modificare sostanzialmente la teoria precedente. (4 Cosi i
numeri negativi sarebbero stati aggiunti ai numeri naturali, i numeri
razionali ai numeri interi, i numeri reali ai razionali, i numeri com-
plessi ai numeri reali. Questa lettura continuista della teoria dei nu-
meri, che ben si presta a fondare concezioni riduzioniste della ma-
tematica, e molto lontana sia dalla storia dello sviluppo concreto dei
numeri (i numeri reali sono emersi come un mezzo adatto a rap-
presentare le grandezze continue e non come estensione dei razio-
nali), sia dall'interpretazione che ne e stata data da diversi mate-
matici discontinuisti, come i membri della scuola di Peano (Peano
stesso, ma anche Cesare Burali-Forti e Sebastiano Catania) e i gia
citati Bettazzi e Veronese. Lo stesso Hilbert, quando discute diversi
modi di estendere una stessa teoria e analizza filosoficamente I'in-
troduzione degli elementi ideali in geometria o in analisi interro-
gandosi su che cosa viene conservato nella trasformazione da una
teoria all’altra, ammette la presenza di discontinuita e la necessita di
ancorare la domanda su che cosa siano i numeri alla ricerca degli
obiettivi per cui le diverse teorie vengono introdotte. (*°)

L’analisi della definizione dei numeri non puo allora prescindere
da una riflessione filosofica sul concetto di generalizzazione al-
I'opera nello sviluppo delle teorie matematiche stesse: che cosa si-
gnifica estendere una teoria per avere una struttura pit generale?
In che misura un sistema “pit ampio” di numeri puo essere consi-
derato come una generalizzazione di altri sistemi? Come é possibile
che qualcosa che non era neppure considerato come numero (lo
zero, i numeri negativi, i numeri fracti, ecc.) diventi ad un certo

(% Cfr. Cantd, in preparazione.
(*®) Cfr. Hilbert (1926), pp. 373-74.
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punto non solo un numero, ma un numero “reale” contrapposto ai
numeri “immaginari”?

Lo studio delle diverse definizioni di numero (per esempio le diverse
definizioni dei numeri naturali come insiemi, o le definizioni dei numeri
razionali ora come coppie di numeri interi ora come classi di equiva-
lenza di coppie di numeri interi) e degli argomenti che vengono
avanzati per dimostrare che e legittimo introdurre nuovi elementi in
matematica sono particolarmente interessanti per vedere i complessi
rapporti tra matematica e filosofia tra Ottocento e Novecento. La fi-
losofia entra in gioco per comprendere che cosa cambia nella so-
stituzione di una definizione ad un’altra (per esempio nello sviluppo di
nuovi sistemi di numeri), quali concetti fondamentali entrano in gioco
(ordine, misura, chiusura delle operazioni), quale ¢ la legittimita degli
argomenti a favore o contro I'introduzione di nuovi elementi (infiniti e
infinitesimi), quali differenze concettuali e teoriche emergono dall’'uso
di metodi diversi (sintetico o analitico), ecc.

6. — Conclusione

Nella prospettiva analizzata nella sezione precedente, la filosofia
raramente stabilisce 'agenda dei problemi rilevanti da analizzare, e
ancora piu raramente si trova in condizione di fornire indicazioni
normative alla matematica, che legittimamente rivendica la massima
liberta possibile rispetto alla filosofia. Cosl, per non fare la fine di
Gauss che aveva evitato di pubblicare i suoi risultati sulle geometrie
non euclidee intimorito dalla possibile reazione dei seguaci della filo-
sofia kantiana, Dedekind rivendica esplicitamente la liberta di crea-
zione dei matematici. Questo non significa ovviamente che i singoli
matematici non possano essere influenzati dalle proprie convinzioni
filosofiche: Cantor, ad esempio, era ispirato da una certa nozione tra-
scendente di infinito sia nella costruzione dei numeri transfiniti sia nel
rifiuto preconcetto della possibilita di grandezze infinitesime. La ri-
flessione filosofica & essenziale alla matematica stessa, che non puo
farne a meno senza rinunciare a indagare in maniera rigorosa sulla
propria metodologia, oltre che sull’origine, sullo sviluppo e sulla fun-
zione dei propri oggetti teorici. L’interscambio tra filosofia e mate-
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matica avviene talvolta all'interno dell’opera dei matematici stessi,
talvolta attraverso il confronto con filosofi di mestiere, talvolta ad
opera degli storici della matematica. Le distinzioni tra queste disci-
pline vengono necessariamente meno nella ricerca della soluzione dei
principali problemi che la matematica affronta.

Ben diverso e il ruolo riconosciuto alla filosofia nella prospettiva
philosophy-driven. La filosofia detta 'agenda delle questioni fonda-
mentali da affrontare: che tipo di esistenza hanno i numeri, come li
conosciamo, come e possibile fondare la certezza della matematica
(individuando eventualmente i suoi limiti conoscitivi). Queste questioni
fondazionali continuano ad animare molta filosofia della matematica
nelle accademie, ma talvolta perdono il contatto con la matematica: non
solo continuano ad occuparsi in prevalenza di un solo oggetto mate-
matico (i numeri, e quasi esclusivamente i numeri naturali), ignorando
il fatto che la matematica consiste di moltissimi altri rami, ma lo fanno
in una prospettiva (la rivalita tra diversi “ismi”) che risale agli inizi del
Novecento. (*®) Nonostante linteresse intrinsecamente filosofico di
questo esercizio di pensiero (che porta in evidenza definizioni e argo-
menti usati in filosofia, come le definizioni per astrazione nel neologi-
cismo o l'argomento di indispensabilita di Benacerraf), la ricaduta
matematica ma anche filosofica di queste indagini sullo sviluppo del
sapere matematico e sempre piu limitata.

In conclusione, potremmo riassumere il rapporto tra matematica e
filosofia negli ultimi due secoli attraverso una pluralita di posizioni, che
mostrano come la nascita dei saperi disciplinari abbia portato da un
lato ad una radicalizzazione filosofica dell’opposizione tra sapere ma-
tematico e filosofico e dall’altro ad un intrecciarsi dei due modelli di
ragionamento nella pratica matematica. La filosofia matematica, di-
stinta oggi in philosophy-driven e in practice-driven, rispecchia que-
sta ambivalenza. ['indagine attenta alla pratica mostra che filosofia e
matematica sono intrinsecamente intrecciate, indipendentemente da
quale sia 'esperto che si occupera di studiare le questioni filosofiche
inerenti allo sviluppo della conoscenza matematica. La filosofia della

(%) Cfr. Colyvan (2012).
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matematica che silascia guidare dalla filosofia tende invece a indagare
le relazioni tra matematica e filosofia in astratto. E in questa tradizione
soltanto, si potrebbe dire, che emerge I'idea di considerare matematica
e filosofia come due modelli di ragionamento distinti (basati su defi-
nizioni e argomenti diversi) e da mantenere separati con sistemi
educativi radicalmente opposti (1a questione delle due culture e frutto
della frammentazione del sapere sette-ottocentesca e delle classifica-
zioni delle scienze, ma non ha certo ragion d’essere nella ricerca filo-
sofica o matematica). Sempre in questa tradizione si insiste talvolta
sulla liberazione della matematica dai problemi metafisici privi di si-
gnificato (empirismo logico), (*") talvolta sulla necessita di ridurre la
conoscenza matematica a conoscenza logico-filosofica. Ma né la ridu-
zione né 'opposizione mi paiono essere due buoni modelli di indagine
delle relazioni tra filosofia e matematica. E invece da una difficile e
complessa ricognizione dei problemi in campo e delle risorse di-
sponibili per risolverli che si misura la relazione tra matematica e fi-
losofia, tanto piu in un periodo, come quello tra Ottocento e Novecento,
in cui entrambe le discipline si sono trovate in continuo movimento e
cambiamento.
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