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Ricordo di Alberto Tognoli

FRANCESCA ACQUISTAPACE - FABRIZIO BROGLIA
GIUSEPPE TOMASSINI

I1 3 marzo 2008 moriva a Rapallo Alberto Tognoli. La notizia e stata
diffusa per suo volere una settimana dopo la cremazione. Era nato a
Brescia il 26 Luglio 1937 e, allievo della Classe di Scienze della Scuola
Normale nel quadriennio 1956-1960, si era laureato in Matematica il 12
Novembre 1960. Assistente di Geometria nell’Universita di Pisa dal
1963, nel novembre 1970 era stato chiamato come professore straor-
dinario di Matematiche Complementari presso la stessa Universita.
Nel 1974 gli era stato assegnato il Premio Caccioppoli bandito dal-
I'Unione Matematica Italiana. Varie le sedi universitarie che lo hanno
avuto come professore — Cosenza, poi di nuovo Pisa, Ferrara, Tours e
infine Trento dal 1986 fino al pensionamento nel 2005 — numerosi gli
allievi e i collaboratori.

Benché il nome di Tognoli sia indiscutibilmente legato alla
Geometria reale, i suoi primi lavori riguardano la Topologia, un set-
tore a cui resto sempre legato. Oltre all'introduzione dei metodi to-
pologici nei corsi universitari, era quello il periodo dei grossi risultati
di Topologia algebrica e delle Teorie coomologiche che da essa ori-
ginavano e che fornivano un vasto campo per costruzioni geometriche
e controesempi. La ricerca dei controesempi era uno dei tratti sa-
lienti della personalita scientifica di Alberto: ricordiamo ancora il suo
sguardo quando ci disse di aver trovato in biblioteca un libro 1) de-
dicato alla costruzione di controesempi. La topologia generale non la
raccontava ma la viveva: anche quando preparava esercizi per una

(") Steen L.A. - Seebach J.A.: Counterexamples in topology. Rinehart and Winstone
1970.
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prova d’esame, in realta si cimentava con un problema, con qualche
cosa di nuovo per lui.

Il modo di fare matematica di Alberto era molto simile al suo modo
divivere; a quel tempo amava il problema e amava la soluzione rapida e
geniale per poi subito scriverla e spedirla ad una rivista senza curarsi
troppo della letteratura esistente o di limare a lungo la scrittura.
Questa fretta del risultato lo porto anche a qualche delusione e a
qualche disputa internazionale. Poi, con il passar del tempo, divenne
piu sereno. Questo cambiamento lo si notava anche nella vita di tutti i
giorni, nelle pit piccole cose. Ad esempio una volta, verso la fine di una
gita in Apuane, nella fase di discesa, disse: “andiamo piano, godiamoci
la stanchezza”. Non era piu I’Alberto che saliva di forza verso la cima,
senza mai fermarsi a guardarsi intorno e poi via, la sera, a fare due
passi dopo cena.

Le sue prime ricerche in Geometria reale riguardano quella parte
che va sotto il nome di Geometria analitica reale, cioe lo studio degli
spazi i cui modelli locali sono gli insiemi analitici reali. Esse risentono
naturalmente dei risultati e delle problematiche affrontate nel caso
complesso e che erano culminate nel corso degli anni ’50 con la teoria di
Oka-Cartan-Serre. Lo studio della Geometria analitica reale aveva
avuto, sempre in quegli anni, pochi ma significativi contributi per me-
rito di Cartan, Bruhat e Whitney (%). In particolare, Cartan aveva os-
servato che nel caso reale la nozione di spazio analitico, mutuata dal caso
complesso, dava luogo ad una categoria di spazi anellati che presentava
differenze cruciali rispetto a quella degli spazi complessi: ad esempio,
non era piu chiaro che cosa dovesse intendersi per componente irri-
ducibile di uno spazio analitico reale, non valeva piu il fondamentale
teorema di Oka sulla coerenza del fascio strutturale e si presentavano
altre “patologie”. Cartan stesso aveva fornito un esempio di sottospazio
analitico X di R® con la proprieta che la sola funzione analitica nulla su X
& 1a funzione identicamente nulla di R?. Di fronte all’edificio imponente

(®) Séminaire Cartan 51/52; Cartan H.: Variétés analytiques véelles et variétés
analytiques complexes. Bull. Soc. Math. France, 85 (1957), 77-99: Whitney H.; Bruhat
F.: Quelques propriétés fondamentales des ensembles analytiques-réels. Comment.
Math. Helv., 33 (1959), 132-160.
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costruito nel caso complesso a partire dalla teoria di Oka-Cartan-Serre
queste differenze strutturali generavano un certo qual scetticismo sulla
possibilita e sull'interesse di costruire una teoria analoga (cfr. ad
esempio: Grothendieck, Sem. Cartan 1960/61 Exp. 9, pag. 12).

I lavori menzionati, comunque, avevano evidenziato, oltre a quella di
cui si e gia detto, due possibili categorie di spazi anellati da chiamare
ragionevolmente spazi analitici reali:

— la categoria degli spazi con fascio strutturale coerente, detti
spazi coerenti, per i quali la teoria appariva del tutto simile a
quella relativa al caso complesso

— la categoria degli spazi che sono supporto di un fascio coerente,
che nella letteratura matematica saranno poi chiamati C-spazi.

La terminologia usata da Alberto non e costante, ma si comprende
sempre perfettamente a quale di queste categorie egli di volta in volta
si riferisea.

Nei suoi primi lavori, che coprono un arco di tempo di cirea 10 anni a
partire dal 1964, egli ripercorre in modo sistematico la teoria degli
spazi complessi al fine di estenderne i risultati principali agli spazi
analitici reali.

Vengono cosi generalizzati agli spazi coerenti, non necessariamente
immersi in R"”, i Teoremi A e B che Cartan aveva dimostrato per i
sottospazi coerenti di R”. A tal fine, un passo importante e 'esistenza di
una complessificazione di Stein che, estendendo la costruzione di
Whitney-Bruhat per le varieta analitiche reali, viene dimostrata per gli
spazi coerenti. L’esistenza della complessificazione permette di dimo-
strare per questi spazi la decomposizione in componenti irriducibili.
Vale inoltre un teorema di immersione per gli spazi coerenti e peri C-
spazi: se X € uno spazio coerente o un C-spazio di dimensione #, I'in-
sieme delle applicazioni X — R*"*! iniettive, proprie e regolari sui
punti regolari per cui 'immagine & un sottoinsieme analitico in R**!, &
denso nello spazio delle applicazioni analitiche da X — R#*H, Lo
schema della dimostrazione e quello presente nel lavoro di Narasimhan
sull'immersione degli spazi di Stein.
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Il teorema di immersione verra successivamente esteso a tutti gli
spazi analitici reali, con la sola condizione che la dimensione dello
spazio tangente di Zariski nei punti singolari sia limitata.

Altro tema, quello della normalizzazione. Alberto, dopo aver os-
servato che a differenza di quanto congetturava Andreotti, 1a norma-
lizzazione di un C-spazio non e necessariamente coerente, dimostra
che per gli spazi coerenti esiste la normalizzazione e per i C-spazi la
normalizzazione debole.

A conclusione della rassegna di questo gruppo di lavori, va citato
quello che riguarda 'estensione agli spazi coerenti del teorema di
Grauert sulla classificazione dei fibrati su spazi di Stein: per uno spazio
coerente la classificazione analitica dei fibrati analitici reali coincide
con quella topologica.

Strumento essenziale nella dimostrazione di questo teorema, come
in gran parte dell’opera di Alberto, e 'uso raffinato dei classici teoremi
di approssimazione di Weierstrass e di Whitney da lui generalizzati in
varie forme, sia ampliando 'ambiente in cui si potevano applicare che
dimostrandone forme relative.

A titolo di esempio riportiamo una delle sue versioni del Teorema di
approssimazione di Whitney.

Siano X uno spazio coerente, X' un suo sottospazio coerente e siano
e: X — 10,4+ o0, f: X — R due funzioni continue tali che f|y sia
analitica. E'siste allora una funzione analitica f : X — Rtale che per
ognix € X

f @) — fl@)] < e@), £l =Flx-
Un risultato analogo vale nel caso algebrico:

Se X ¢ un sottoinsieme algebrico quasi regolare ®) di R" la cui
struttura analitica soggiacente e coerente e f una funzione C* su un
mtorno aperto U di X, regolare (rispettivamente polinomiale) su X,

() Quasi regolare significa che, pensando la varieta come spazio analitico, in ogni
punto lideale dei germi di funzioni analitiche che svaniscono sul germe nel punto e
generato da germi di funzioni polinomiali.
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allora per ogni compatto di U, f puo essere approssimata nella to-
pologia C* con funzioni regolari (rispettivamente polinomiali) f; tali
che filx = flx-

La Geometria analitica reale si stava ormai consolidando e affer-
mando come un campo della ricerca matematica con promettenti ag-
ganci con altre teorie, come ad esempio la teoria dei modelli, 1a topologia
differenziale, la teoria delle forme quadratiche e degli anelli di valuta-
zione, e destava l'interesse di matematici importanti. Ricordiamo a
questo proposito il corso sugli spazi analitici reali tenuto a Pisa da
Hironaka nel 1973 che fu occasione di varie, appassionate discussioni.

Indiscutibilmente, uno dei risultati pit importanti di Tognoli e la
risoluzione della congettura di Nash sull’approssimazione di una sot-
tovarieta differenziabile compatta M di RY con una varieta algebrica
non singolare, che ha portato a quello che nella letteratura matematica
e ormai chiamato Teorema di Nash — Tognoli. Qui approssimazione
significa che in un intorno tubolare di M in uno spazio euclideo di di-
mensione sufficientemente grande e contenuta una varieta algebrica V
non singolare tale che la proiezione canonica dell'intorno tubolare in-
duca un diffeomorfismo tra V e M. Senza voler fare una storia detta-
gliata del problema, per cui rimandiamo alla esauriente memoria di
Ivanov (%), vogliamo qui ricordare i risultati noti sull’argomento
quando Alberto affronto il problema. In quel che segue le varieta al-
gebriche considerate saranno sempre non singolari.

Il primo risultato rilevante a questo proposito si deve a Seifert e
risale al 1936: se il fibrato normale di M e banale allora M si puo ap-
prossimare con una porzione di una sottovarieta algebrica; inoltre, se
M ha codimensione 1, come varieta approssimante si puo prendere una
varieta algebrica. Quest’ultimo risultato si ottiene tagliando dal luogo
di zeri di un polinomio approssimante I'equazione della varieta M le
componenti connesse lontane da M stessa.

(*) Ivanov N. V., Approximation of smooth manifolds by real algebraic sets.
Uspekhi Mat. Nauk 37 (1982), no. 1(223), 3-52, 176. English translation: Russian Math.
Surveys 37 (1982), no. 1, 1-59.
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I risultato di Seifert viene migliorato vari anni dopo da Nash (°) in un
lavoro in cui 'approssimazione viene dimostrata senza alcuna ipotesi
sul fibrato normale; inoltre, se M & connessa, la porzione di varieta
algebrica approssimante e una componente connessa per archi analitici.

Da questo lavoro origina la congettura di Nash che chiede se sia
possibile approssimare M con una varieta algebrica e non solo con una
sua componente connessa.

E merito di Wallace I'aver posto in relazione il problema dell’ap-
prossimazione con il cobordismo, dimostrando nel 1957 che una varieta
differenziabile cobordante a zero e diffeomorfa ad una varieta alge-
brica. Ispirato dai risultati di Thom e Milnor, secondo i quali ogni va-
rieta differenziabile compatta e cobordante ad un insieme algebrico,
Tognoli nel 1973 dimostra infine che una k-sottovarieta di R" connessa
e compatta puo essere approssimata con una varieta algebrica com-
patta in un RY con N = max (n, 2k + 1).

E questo risultato che gli vale il Premio Caccioppoli nel 1974.

Al tentativo di approssimare la varieta nel suo stesso spazio am-
biente Alberto dedichera molti dei suoi sforzi, cosi come restera
sempre affezionato all'idea di poter algebrizzare spazi geometrici di
varia natura come, ad esempio, poliedri e spazi analitici reali coerenti.

A questo proposito ricordiamo una battuta un po’ paradossale che
amava fare, ogni volta che otteneva un nuovo risultato in questo campo:
stava dimostrando — diceva — che la geometria algebrica reale non
serviva a niente perche vi si presentavano tutte le patologie del dif-
ferenziabile.

Anche se in Alberto gli interessi per 'aspetto analitico e per quello
algebrico convivevano, tuttavia i metodi che prediligeva erano sicu-
ramente quelli trascendenti piuttosto che quelli puramente algebrici o
mutuati dalla logica.

Famosa e rimasta la sua introduzione ad un convegno del 1992 a
Trento, da lui stesso organizzato. Era un periodo in cui venivano di-
mostrati risultati in Geometria algebrica reale con metodi squisita-

(®) John Nash, Real Algebraic Manifolds, Annals of Math., Vol. 56, No. 3, November
1952.
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mente algebrici, come lo spettro reale, la teoria degli ordini e le rela-
zioni con la teoria delle forme quadratiche. Di fronte al gruppo di
matematici tedeschi, tra cui Broecker che aveva appena dimostrato
con queste tecniche i risultati sull'indice di stabilita degli insiemi se-
mialgebrici, dichiaro che in quel convegno non si sarebbe assoluta-
mente parlato di forme quadratiche.

Fin dall'inizio egli aveva evidenziato che in una varieta algebrica
reale astratta per il fascio dei germi delle funzioni regolari in generale
non valgono né il teorema A né il teorema B; questo accade gia per i
sottofasei di Ogr, sostanzialmente perché H'(R", O%.) # 0. In parti-
colare, per questi fasci il funtore sezioni globali /" non e esatto. Quelli
che danno luogo ad una successione esatta

oy -0y —F—0

furono dalui chiamati fasci A-coerenti e per essi dimostro che il funtore
I e esatto.

Lanozione di A-coerenza e legata all’altra nozione, da lui introdotta,
di fibrato fortemente algebrico: nella letteratura matematica succes-
siva soltanto questi saranno chiamati fibrat: algebrici.

Tognoli si era accorto infatti che non ogni fibrato algebrico e il pull-
back, mediante una mappa regolare, del fibrato tautologico sulla
grassmanniana. Si consideri ad esempio il polinomio

n
Py, ... x,) = 90%(901 — 1%+ Zaclz
2

che si annulla solo nei due punti @ = (0,...,0) e b =(1,0,...,0) e il
ricoprimento di R" formato dai due aperti U =R"\ {a} e V =
R™\ {b}. Il fibrato ' — R" che ha 1/P come funzione di transizione su
U NV e algebrico, topologicamente ma non algebricamente banale,
quindi non puo essere il pull-back del fibrato tautologico sulla gras-
smanniana mediante una mappa regolare.

Al fibrati classificati da una mappa regolare, da lui detti fortemente
algebrict, Alberto dedico alcuni lavori, dimostrando tra I'altro che ogni
varieta differenziabile compatta senza bordo e diffeomorfa ad una
varieta algebrica X non singolare per la quale ogni fibrato topologico e



146 FRANCESCA ACQUISTAPACE - FABRIZIO BROGLIA - GIUSEPPE TOMASSINI

fortemente algebrico. Una delle condizioni affinché un fibrato su una
varieta algebrica sia fortemente algebrico e che il fascio dei germi delle
sue sezioni sia A-coerente.

Come si e gia osservato, uno strumento essenziale in quasi tutta la
sua opera scientifica e stato I'uso articolato di varie forme dei teoremi
di approssimazione. Va notato pero che nel contesto algebrico, di-
versamente da quello analitico, la loro applicazione e resa piu com-
plicata per la mancanza di un teorema dell’intorno tubolare.

La nozione di fibrato fortemente algebrico si rivelo utile per ovviare
a questo problema. Infatti egli dimostro che se M e una varieta dif-
ferenziabile compatta in R", con n abbastanza grande, contenente una
varieta algebrica non singolare V, allora M puo essere approssimata
nello stesso R" da una varieta algebrica non singolare che contiene V
se e solo se il fibrato normale di V in M e fortemente algebrico. Per n
abbastanza grande si intende n > 2 dimM + 1.

Alberto era curioso verso tutto della matematica. Tra i tanti lavori
sui temi pil svariati vogliamo qui ricordarne uno che lo aveva appas-
sionato in modo particolare, tanto da parlarne spesso. Era una que-
stione di Geometria Enumerativa che gli aveva proposto 'amico
Ronga. Piu precisamente era ben noto (Chasles e Jonquiére) che nel
piano proiettivo complesso il numero di coniche tangenti simultanea-
mente a 5 coniche in posizione generale & 3264. Il problema consisteva
nel dimostrare che esistevano configurazioni di coniche nel piano
proiettivo reale che ammettevano esattamente lo stesso numero di
coniche tangenti. Benché gli autori sapessero che Fulton aveva gia
dato una risposta affermativa, nel loro articolo danno una costruzione
esplicita molto elegante.

Nell'ultimo periodo Alberto ritorno sul tema delle funzioni di
Nash, cioe le funzioni analitiche che sono algebriche sull’anello dei
polinomi. Su questo tema aveva gia lavorato nel 1969 dimostrando,
sulla scia dei lavori di M. Artin, molti risultati, tra cui il teorema del-
I'intorno tubolare, per la classe degli spazi analitici i cui modelli locali
sono insiemi di Nash affini e che allora venivano detti spazi algebrici.

Nel caso complesso egli dimostra che se X ¢ C" e un insieme di
Nash chiuso in un dominio di Runge e K C X e compatto allora nel-
I'intorno di K ogni fibrato vettoriale topologico su X e isomorfo a un
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fibrato vettoriale di Nash e due fibrati di Nash finitamente generati e
topologicamente isomorfi sono Nash isomorfi. Dimostra inoltre che il
fascio dei germi delle funzioni olomorfe nulle su un sottoinsieme di
Nash di una varieta algebrica normale e generato da un numero finito
di funzioni di Nash.

Come conseguenza di un risultato di estensione locale per le fun-
zioni di Nash complesse egli ottiene allora che ogni sottoinsieme di
Nash X C R" compatto, normale e coerente ha equazioni globali in un
intorno semialgebrico di X, risultato che era noto solo nel caso non
singolare.

Nell'ultimo periodo della sua vita Alberto si concentro sulla ricerca
di modelli algebrici per insiemi di Nash affini, dimostrando nell’'ultimo
lavoro che se X C R" & un insieme di Nash compatto e globale, ogni
prodotto X x 8", » > 0 e Nash-diffeomorfo ad una varieta algebrica.
Nella conclusione egli si rammarica di non riuscire a dimostrare lo
stesso risultato per X. Ma, come sappiamo, il suo tempo e finito prima.

Concludiamo con l’elenco dei lavori di Alberto Tognoli in ordine
cronologico.
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