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Sui contributi di Lagrange
all’algebra e alla teoria dei numeri

CARLO VIOLA

1. Giuseppe Luigi Lagrange nacque a Torino il 25 gennaio 1736 e
mori a Parigi il 10 aprile 1813; dunque quest’anno ricorre il bicente-
nario della sua scomparsa. La sua biografia si suddivide in modo na-
turale in tre periodi. Egli vive a Torino fino all’eta di trent’anni; nel
1766 si trasferisce a Berlino accogliendo I'invito a ricoprire il posto di
direttore della sezione di matematica dell’Accademia di Scienze e
Lettere di quella citta, posto reso vacante da Euler che, dopo venti-
cinque anni passati a Berlino, era da poco ritornato all’Accademia delle
Scienze di San Pietroburgo. A Berlino Lagrange risiede per ventuno
anni, i pia fruttuosi per la sua produzione scientifica, spaziando e la-
sciando un’impronta indelebile in tutti i rami della matematica. Nel
1787 Lagrange si trasferisce presso ’Accademia delle Scienze di
Parigi, citta dove rimane fino alla morte e dove redige alcuni celebri
trattati in cui sviluppa ed espone in modo sistematico risultati che
aveva ottenuto per lo pit durante gli anni berlinesi.

A Berlino, in particolare, Lagrange pubblica fondamentali lavori
in algebra e in teoria dei numeri. A parte alcuni notevoli contributi
isolati — fra i quali i pid importanti sono la dimostrazione (pubblicata
in [6]) del teorema dei quattro quadrati, enunciato ma non dimo-
strato da Bachet e da Fermat, che afferma che ogni intero positivo &
esprimibile come somma di al pid quattro quadrati interi, e la di-
mostrazione (in [7]) del cosiddetto “teorema di Wilson”, che afferma
che la congruenza (n — 1)! = —1 (mod n) e soddisfatta se e solo se
I'intero n >1 € un numero primo — nei molteplici risultati di
Lagrange in algebra e in teoria dei numeri si puo ravvisare una co-
mune motivazione di fondo, e cioe la ricerca delle soluzioni di equa-
zioni algebriche, in varie accezioni:
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(i) Risoluzione di equazioni P(x) =0, dove P € un polinomio a
coefficienti reali, di cui si cercano le radici x € C, sia per quanto ri-
guarda laricerca di eventuali formule risolutive per radicali, nel caso in
cui 'equazione considerata sia, secondo la terminologia di Lagrange,
un’“équation littérale”, sia mediante metodi di approssimazione nu-
merica delle radici, nel caso in cui i coefficienti di P siano assegnati
numericamente (“équation numérique”, vedi [4]);

(ii) Risoluzione di equazioni diofantee, specialmente di secondo
grado e in due incognite, cioé ricerca di soluzioni (x,y) a coordinate
intere o razionali di equazioni P(x,y) = 0, con P polinomio a coefficienti
interi di secondo grado o, in alcuni casi, di grado maggiore di 2.

La produzione di Lagrange sulle tematiche (i) e (ii) comprende
numerosi lavori, tutti risalenti al periodo berlinese, e culmina nelle tre
fondamentali memorie [8], [9], [10]. Le memorie [8] e [10] sono le pia
celebrate sia dai contemporanei che dai posteri nella produzione di
Lagrange, rispettivamente, in algebra e in teoria dei numeri, e sono
accomunate dal contenere, per la prima volta nella letteratura mate-
matica, idee che condurranno nei secoli seguenti a nozioni di algebra
astratta: in [8] viene condotto uno studio delle permutazioni delle ra-
dici in C di un’equazione di grado n

(1) Px) = co" + 1" 1+ ...+ cp1e+¢p= 0

che contiene i prodromi piu significativi alla teoria di Galois e alla dimo-
strazione del teorema di Ruffini-Abel sull'irrisolubilita per radicali di
un’equazione generale di grado > 5, e da qui apre la strada ai concetti
moderni di gruppo e di campo; in [10] Lagrange affronta in modo nuovo il
problema della risolubilita di un’equazione diofantea del tipo ax? 4 bay +
cy? = m a coefficienti e incognite interi, introducendo I'idea di analizzare
non una singola equazione, ma I'insieme delle forme quadratiche binarie

fle,y) = ax?® + bxy + cyz,

aventi un assegnato discriminante D = b — 4ac non quadrato, nella
loro totalita, basandosi su una nozione di equivalenza che consiste nel
definire equivalenti due forme quadratiche f(x,y) e F(X,Y) quando
I'una é ottenibile dall’altra con una trasformazione lineare omogenea
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delle variabili a coefficienti interi e determinante &1, ovvero, con
terminologia moderna, mediante un automorfismo del gruppo additivo
72 rappresentato da un elemento del gruppo GL(2, 7).

La memoria [9] rappresenta la sintesi di vari lavori pubblicati da
Lagrange negli anni 1768-73, riguardanti principalmente la teoria arit-
metica delle frazioni continue e le applicazioni di questa all’approssi-
mazione diofantea, cioe allo studio dell’approssimabilita di numeri irra-
zionali mediante razionali aventi numeratore e denominatore di grandezza
controllata, e allarisoluzione di equazioni diofantee disecondo gradoin due
incognite. Il punto di vista di Lagrange sara parzialmente ripreso da
Legendre negli ultimi anni del Settecento; ma in seguito bisognera at-
tenderelametadell’Ottocento con Liouville (1851), eil Novecento con Thue
(1909) e poi con Siegel, Roth e altri autori, per arrivare a progressi vera-
mente significativi rispetto ai risultati di Lagrange in analisi diofantea (per
alcuni cenni sui contributi in questo campo da Liouville in poi, vedi [11]).

E notevole che Lagrange decidesse di pubblicare la memoria [9]
come aggiunta all’edizione in francese degli Element: di algebra di
Euler, poiché rivela 'importanza e la novita che Lagrange attribuiva ai
suoi risultati sulle frazioni continue, e quanto li ritenesse degni di es-
sere confrontati con la produzione euleriana in questo campo.

2. In questo e nei successivi paragrafi analizziamo piu in dettaglio i
contributi di Lagrange all’algebra e alla teoria dei numeri contenuti nelle
memorie [8], [9] e [10]. Nell'introduzione alla memoria [8] Lagrange
chiarisce che 'oggetto del lavoro non e 'approssimazione numerica delle
radici, reali o complesse, di un’equazione (1) a coefficienti reali assegnati
numericamente, mala possibilita o 'impossibilita di risolvere un’equazione
(1) per radicali, e quindi con formule risolutive indipendenti dal valore
numerico dei coefficienti. Lagrange cita le formule di Cardano e di altri
matematici italiani del Cinquecento per la risoluzione delle equazioni di
terzo e quarto grado, e cita anche un metodo dovuto a Tschirnhaus (1683)
volto ad eliminare monomi intermedi (cioe di gradi d con 0 < d < n) nel-
I'equazione (1) di grado 7, metodo che conduce alla risoluzione di un’e-
quazione di secondo grado se n = 3, ma di grado 24 se n = 5 (per un’e-
sauriente discussione dei risultati di Lagrange in [8], e di risultati collegati
dovuti ad altri autori, si rimanda all'opera [2], vol. I, cap. 2).
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Negli stessi anni 1770-71 compaiono, indipendentemente, la me-
moria [8] di Lagrange e altre due memorie, di Vandermonde e di
Waring. In tutti e tre questi lavori si osserva che per n < 4 esistono
polinomi nelle radici «, . . ., x, dell’equazione (1) che assumono meno
di n! valori distinti quando si permutano le radici in tutti i modi pos-
sibili, e questa circostanza conduce alla risoluzione per radicali se
n < 4. Sia Lagrange che Vandermonde, riprendendo un’osservazione
gia fatta da Euler, notano che la formula di Cardano (1545)

x_\/2+\/(2>+<3 V27 vig) T3/
che fornisce le radici in C dell’equazione cubica in forma ridotta
2) o +pr+q=0,
introduce apparentemente radici parassite, poiché associando in tutti i
modi possibili i tre valori del primo radicale cubico con i tre valori del
secondo si ottengono nove valori; ma le radici parassite si eliminano
osservando che il prodotto dei due radicali cubici deve essere uguale a
—p/3 e quindi, fissando uno qualunque dei tre valori del primo radicale
cubico, il secondo radicale cubico e univocamente determinato.

Lagrange si spinge molto pit avanti di Vandermonde. Egli mostra
che i due radicali cubici nella formula di Cardano sono uguali a

1
3 (21 + wis + o),

dove x1, x2, 23 sono le tre radici dell’equazione (2) e @ # 1 € una radice
cubica dell'unita. Dunque la funzione delle radici

(1 + wws + wlas)®

assume soltanto due valori permutando le tre radici nei sei modi pos-
sibili. Sviluppando quest’idea Lagrange introduce, per un’equazione
qualunque (1) di gradon con radicixy, . . . , &,, le cosiddette “risolventi di
Lagrange”:

Y = wkx1+w§x2+...—i—a)§§xn (k:l,...,n)

dove w; =1, we, ..., @, sono le n radici n-esime dell’'unita. Lagrange
osserva che la conoscenzadelle y1, . . ., ¥, determinale radici x4, . . . , x,
che y1 =a1 + a2+ ... +a, = —c1/co, e che ys,...,y, sono radici di
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un’equazione di grado » — 1; ma i coefficienti di quest’ultima equazione
sono funzioni razionali di una radice di un’equazione di grado (n — 2)!i
cui coefficienti sono noti in funzione dei coefficienti cy,cq,...,c, del-
I'equazione (1). Poiché (n — 2)! < n se e solo se n < 4, le risolventi di
Lagrange forniscono un nuovo metodo per la risoluzione per radicali
dell’equazione (1) nel caso n < 4, mentre se » > 5 inducono a ritenere
che la risoluzione per radicali sia impossibile, anche se Lagrange non
congettura quest’enunciato in modo esplicito e lascia aperta la possi-
bilita di arrivare ad una risoluzione per radicali seguendo altre vie.

Comunque il risultato pia importante nella memoria [8] e la trat-
tazione di tipo nuovo riguardante le permutazioni delle % radici di
un’equazione (1). L’analisi lagrangiana delle permutazioni delle radici
condotta in [8] e il contributo piu significativo, antecedente a Galois,
alla nascita dei concetti di gruppo e di campo, che saranno in seguito
formalizzati, rispettivamente, da Cayley (1854) e da Dedekind (1871), e
implica fra I'altro il teorema, comunemente attribuito a Lagrange, che
afferma che in ogni gruppo finito 'ordine di un qualunque sottogruppo
e un divisore dell’ordine del gruppo.

3. Lagrange puo essere considerato a buon diritto il fondatore della
teoria aritmetica delle frazioni continue e, mediante questa, dell’ap-
prossimazione diofantea come ramo autonomo della teoria dei numeri. Nel
Seicento e nella prima meta del Settecento i predecessori di Lagrange in
questo campo (Brouncker, Huygens, Wallis e soprattutto Euler) otten-
gono numerosi risultati sulle frazioni continue, ma spesso slegati fra loro e
senzauna chiara strategia verso le applicazioni. Al contrario Lagrange, nei
suoi lavori su questo argomento pubblicati nel quinquennio 1768-73 e
culminati nellamemoria [9], ne sviluppa una trattazione sistematica rivolta
fin dall'inizio alle applicazioni all’analisi diofantea: alla risoluzione di
equazioni diofantee di secondo grado in due incognite, ma anche all’ap-
prossimazione a numeri algebrici di grado qualsiasi.

Lagrange considera le frazioni continue del tipo

1
(3) o= o+

ay +

Qg+ ...
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dove « € un numero reale qualsiasi e i quozienti parziali ag, ai, as, ...
sono interi con ai, ag, ... >1, e dove la successione dei quozienti
parziali e finita se e solo se « e razionale. Lagrange dimostra le pro-
prieta dei convergenti ad «, che egli chiama “fractions principales”:
&:aowL 1 n=12...).
I a; +

Qs + .
' 1

Ap—1

-

Fra le proprieta dei convergenti vi sono le formule ricorrenti per i
numeratori e i denominatori:

{pn+1 = UpPn + Pr—1
Qn+1 = nQn + Gn-1

con le condizioni iniziali

po=1 p1=ap
QOZO, (h:l»

la relazione p,qu_1 — Pn_1g, = (—1)", e le diseguaglianze diofantee
fondamentali

| guo — pu| < |qe—p| per ogni razionale p/q con 0 < ¢ < @y

€

Il pit celebre risultato di Lagrange sulle frazioni continue, dimostrato
nel 1769, e la periodicita nello sviluppo in frazione continua degli irra-
zionali quadratici. Nel lavoro [5] egli dimostra che lo sviluppo (3) e pe-
riodico, cioe tale che esistano due interim > 0 e k > 1 peri quali si abbia

Oy = Oy PEr ogni n > m,

se e solo se « € un irrazionale quadratico, cioé radice di un’equazione
Ao? +Bo+C =0con A, B, C interi e discriminante B> —44C >0 e
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non quadrato. A questo teorema si collega in modo naturale la risolu-
zione in interi x,y dell’equazione diofantea di Pell x* — ay? = 1, con
a > 0 intero non quadrato, che Lagrange ottiene per primo in modo
completo e rigoroso, e che considera a piu riprese negli anni 1768-73.
Lagrange dimostra che 'equazione di Pell ha infinite soluzioni («, ).
Prescindendo dalle soluzioni banali (41,0), egli determina com-
pletamente le soluzioni, dimostrando che ogni soluzione con x,% > 0 e
tale che x/y & un convergente nello sviluppo di /a in frazione continua.

Il successo ottenuto con la risoluzione completa dell’equazione di
Pell lo spinge a considerarne varie generalizzazioni: in [9] raccoglie
molteplici risultati da lui ottenuti in questo campo negli anni prece-
denti. Utilizzando un metodo di discesa del tipo di Fermat, riconduce la
ricerca dei punti razionali su una conica avente equazione a coefficienti
interi alla risoluzione in interi x,,z dell'equazione Ax? + By? = 22,
con A e B interi liberi da quadrati. Nella memoria [9] introduce inoltre
un metodo di riduzione di una forma quadratica binaria che sara poi
sistematicamente ripreso in [10]; qui Lagrange colleghera esplicita-
mente il trattamento delle forme quadratiche binarie indefinite con la
teoria delle frazioni continue sviluppata in [9] e in lavori precedenti.

In virta del citato teorema di Lagrange sulla periodicita dello svi-
luppo in frazione continua degli irrazionali quadratici, 'algoritmo delle
frazioni continue assume particolare importanza nella risoluzione di
equazioni diofantee di secondo grado. Sebbene non si conoseca, e pre-
sumibilmente non esista, nessuna caratteristica di regolarita nello
sviluppo in frazione continua dei numeri algebrici di grado maggiore di
2, in [9] Lagrange applica con successo la teoria delle frazioni continue
alla determinazione del minimo del valore assoluto di una forma bi-
naria di grado qualsiasi a coefficienti interi in cui le due variabili as-
sumono valori interi positivi.

Un’altra applicazione interessante della teoria delle frazioni conti-
nue e ottenuta da Lagrange nella memoria [4]. Questo lavoro e dedicato
principalmente allo studio dell’approssimazione numerica delle radici
reali di un’equazione (1) di grado » qualsiasi, avente coefficienti reali
assegnati numericamente. Supponendo di provare, mediante lo studio
dei cambiamenti di segno del polinomio P, che fra due interi consecutivi
ap e ay + 1 cada almeno una radice x dell’equazione (1), Lagrange opera
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la sostituzione x = ag + 1/x;. Ottiene cosi la nuova equazione di grado
n Pi(x1) = o} Plag +1/x1) = 0 che dovra avere almeno una radice
21 > 1. Se si localizza x; fra due interi consecutivi a; e a; + 1, cioe se
a1 = [x1], con la sostituzione x; = a; + 1/x5 si ottiene 'equazione di
grado n Pa(xz) = af P1(a; +1/x2) = 0 che avra almeno una radice
a2 > 1. Cosi proseguendo si ottiene lo sviluppo in frazione continua

1
1

ay + ...

xr = ag—+
ay +

dellaradice x di parte intera a, dell’equazione (1) considerata all'inizio.

Per informazioni pit dettagliate sui risultati di Lagrange nella
teoria delle frazioni continue e in approssimazione diofantea si ri-
manda all’articolo [3]; per una trattazione elementare delle principali
nozioni di base in approssimazione diofantea, a partire dai contributi di
Lagrange fino ad alcuni risultati recenti, si veda [11].

4. Come abbiamo accennato nel paragrafo 1, la memoria [10] in-
troduce idee nuove nella trattazione di equazioni diofantee del tipo

fle,y) = ax® + bay + cy® = m,

con coefficienti a,b,c e incognite x,y interi e con discriminante
D = b? — 4ac non quadrato, idee che avranno grande risonanza e sa-
ranno ampiamente riprese da Legendre nell Essai sur la théorie des
nombres (1798), da Gauss nelle Disquisitiones arithmeticae (1801), e da
Dirichlet nei suoi lavori (1837-40) sull’esistenza di infiniti numeri primi
in ogni progressione aritmetica i, h + q, h + 2q, ... con h e g primi fra
loro, e sulla formula per il numero di classi d’equivalenza di forme
quadratiche di discriminante assegnato (per l'opera di Dirichlet in
questo campo si veda [1], cap. 6). In [10] Lagrange affronta il problema
della rappresentabilita di un intero m mediante la forma quadratica
f(x,y), cioe della risolubilita in interi x,y dell’equazione f(x,y) = m,
definendo una relazione d’equivalenza fra forme quadratiche (sebbene
I'espressione “forme equivalenti” non sia usata da Lagrange, ma verra
in seguito introdotta da Gauss). Tale relazione consiste nel definire
equivalenti due forme quadratiche f(x,y) e F(X,Y) quando F e otte-
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nibile da f con una trasformazione lineare delle variabili del tipo

x =oaX+pY
y = X +9Y,

cioe se FI(X,Y) =f(aX + Y, X + 0Y), con a, 5, y, 0 interi tali che
a0 — iy = £1, poiché in tal caso linversa della precedente tra-
sformazione lineare ha anch’essa coefficienti interi e determinante
oo — fy. In altre parole, le forme quadratiche f e F' sono equivalenti
quando F & ottenibile da f mediante I'azione sul vettore (X,Y) € 72 di
un elemento del gruppo GL(2,7); se questo avviene, f e F' rap-
presentano ovviamente gli stessi interi m. Lagrange mostra che due
forme equivalenti hanno lo stesso discriminante D e si pone il problema
inverso, cioe quello di descrivere (e in particolare di contare) le classi
d’equivalenza di forme aventi un discriminante D assegnato. Mediante
un procedimento che Gauss definira “di riduzione”, Lagrange tra-
sforma una qualsiasi forma ax? + bxy + cy? in una forma equivalente
AX? + BXY + CY? ridotta, cioé tale che |B| < min{|A], |C|}. Dunque
ogni classe d’equivalenza di forme con discriminante D contiene una
forma ridotta (ma non una sola), ed é facile vedere che le forme ridotte
di diseriminante D sono in numero finito, e a piu forte ragione sono in
numero finito le classi d’equivalenza di forme di discriminante D. 11
passo successivo nel procedimento di Lagrange, il pit difficile, consiste
nell'inventare un algoritmo che gli permetta di eliminare le forme ri-
dotte per cosi dire superflue, cioe volto a determinare in modo esplicito
un insieme di forme ridotte rappresentanti delle classi d’equivalenza
cercate, ossia ad associare una ed una sola forma ridotta ad ogni classe
d’equivalenza di discriminante D. L’algoritmo di Lagrange segue due
procedimenti diversi a seconda del segno di D. Se D < 0, cioe se le
forme considerate sono definite, il procedimento di Lagrange e ba-
sato sul fatto, da lui dimostrato, che le uniche forme ridotte equiva-
lenti ad una forma ridotta assegnata F(X,Y) = AX? + BXY + CY? di
discriminante D < 0 sono

AX? + BXY +CY? e CX?4+BXY +AY?.

Se D > 0, cioe se le forme sono indefinite, 'algoritmo di Lagrange e pit
complicato, ed e riconducibile al metodo di risoluzione dell’equazione di
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Pell, da lui utilizzato a piu riprese in lavori precedenti e che coinvolge
fra l'altro 'uso delle frazioni continue (si noti che il primo membro
2% — ay? dell'equazione di Pell, con a > 0 intero non quadrato, & una
forma quadratica ridotta indefinita).

Per un’analisi pit esauriente della memoria [10], e in particolare per
una descrizione completa dell’algoritmo di Lagrange nel caso di forme
quadratiche ridotte indefinite, si rimanda all’opera [12], cap. 4.
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