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1. — Introduzione

La tesi riguarda la topologia e la geometria di alcune classi di varieta chiuse
tridimensionali e lo studio dei loro principali invarianti algebrici: il gruppo fon-
damentale, i gruppi di omologia e, nel caso iperbolico, il volume e il gruppo delle
isometrie. Queste famiglie di varieta si ottengono da solidi platonici ed archimedei
oppure da 3-celle poliedrali con triangolazioni di tipo simmetrico mediante
identificazione a coppie delle facce di bordo. L’interesse per queste classi di va-
rieta e ben noto in letteratura (si veda ad esempio il lavoro di diversi autori, tra i
quali Emil Molnar e il suo gruppo di ricerca, Everitt, Best, Lorimer, Richardson e
Rubinstein). In questo ambito di ricerca si presentano in modo naturale alcuni
problemi, quali la costruzione esplicita di varieta mediante schemi poliedrali, la
classificazione delle loro strutture topologica e geometrica, la rappresentazione
combinatoria di questi spazi mediante diagrammi di Heegaard e come rive-
stimenti ramificati di nodi o link, la determinazione di presentazioni geometriche
dei loro gruppi fondamentali e lo studio delle proprieta algebriche di queste
presentazioni.

2. — Varieta costruite dai solidi platonici

Per varieta platonica siintende una 3—varieta chiusa, connessa ed orientabile
ottenuta mediante identificazione a coppie delle facce di bordo di un solido pla-
tonico. Il problema della classificazione modulo isometrie delle varieta platoniche
¢ stato completamente risolto da Brent Everitt [1]. Il nostro principale obiettivo e
lo studio della struttura topologica delle varieta platoniche, per le quali si ottiene
la classificazione topologica completa nei casi delle geometrie sferica ed euclidea
[2] e si illustrano numerose proprieta topologiche nel caso iperbolico [3]. Sia
X =83 E? o H3. Una X-varieta M & uno spazio quoziente X/G, dove G é un
gruppo di isometrie che agisce su X in modo propriamente discontinuo e senza
punti fissi. Questo determina naturalmente una tassellazione di X. Qui conside-
riamo le tassellazioni di X aventi come dominio fondamentale uno dei cinque solidi
platonici. Si noti che le isometrie di G definiscono delle identificazioni a coppie tra
le facce di bordo del dominio fondamentale e generano il gruppo fondamentale
della 3-varieta.
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TEOREMA 1. — Le varieta platoniche con geometria sferica ed euclidea sono
omeomorfe ai sequenti spazi fibrati:

Varieta sferiche

M, = L(5,2)

M, = L(8,3)

M3 =~ S3/<222> =000 :-12,D2,12,1))
My=8/o.2 =000 :02121E1D)
Ms=8/, =000 :-12,1)2,1)3,2)
Mg = S3/<332> =000 :-1@3,1)3,1)2,1)
M;=8/, =000 :-1@2,1)3,1)5,1)
Mg=8/p ., =000 :-1(2,1)3,2)3,2)

Varieta euclidee
My =T x I/(io1 0= O00 :—-1(3,1)3,1)3,1)

Mo =2 My =T x I/(,Ol 0= 000 :-22, 12,2, 1)2,1))

MHE(K>~<I)U(K>~<I)/< ):(Oln :—1(2,1D(2,1))

01
10

o~ —_dq1 Ql Ql
M12_T><I/((1]?)—S XSt xS

Mz =T XI/(,O“])) =000 :-1(4,14,12,1)

3. — Varieta costruite da solidi archimedei

Alla fine degli anni ottanta E. Molnar dimostro che e possibile definire un sistema

di identificazione delle facce di bordo dei solidi archimedei Fg :=(6,6,5) e

F¢ :=(10,10,3) in modo da ottenere come spazi quoziente 3-varieta chiuse ed

iperboliche M = H?/G ~ Fge M' = H?/G' ~ F..1gruppi diisometrie G = n;(M) e
" =~ 7;(M') ammettono presentazioni con due generatori:

G={(a,b: a3b*1a2(b*2a*1)zbfzazbfla?’b =1, a®b a®b?a2ba2ba2ba 2ba 2% =1)

e
G = (a,b: bdab’a3b*a =1, a*ba®b2a’b = 1).

Alcuni dei nostri risultati, ottenuti in [4], sono:
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TEOREMA 2. — Le precedenti presentazioni det gruppt fondamentali G =2 my(M) e
G' = m M) sono geometriche, cioé corrispondono a diagrammsi di Heegaard di
genere 2 di M e M.

TEOREMA 3. — Le 3-varieta M e M' sono omeomorfe ai doppi rivestimenti ciclici
della 3-sfera ramificati sui link a 3 ponti n-iperbolici L e L' mostrati in figura 1.
Inoltre il gruppo delle isometrie delle varieta iperboliche M e M' ¢ isomorfo a
Zz X Zz.

(a} {b)
Fig. 1. — I link a 3 ponti n-iperbolici L e L'.

4. — Gruppi di varieta poliedrali

In questa sezione introduciamo una nuova famiglia di gruppi con presentazione
ciclica, suggerita dallo studio dei gruppi fondamentali di alcune varieta chiuse. Siano
n>1ek, ¥, q,tinteri non negativi tali che ¢ # 0 e ¢ divide 2t e /. Indichiamo con
r Z,t.q,f il gruppo definito dalla presentazione finita con generatori ay, - - -, ag, e re-
lazioni cicliche del tipo

o B
H Qitrg = H H it +1)(g—D+iPg+sq>

4
r=1 j=0 s=0

dove a:=tk({+1)+)/q, f:=thk+@2t)/q—1, i=0,...,2n (gli indici sono
considerati modulo 2n + 1). Questa famiglia contiene come casi particolari una
classe di gruppi studiati da Sidki [5] e alcuni gruppi fondamentali di 3-varieta
chiuse. Ci proponiamo di determinare le principali proprieta algebriche dei
gruppi I Z‘t,q,ﬂ e il loro eventuale significato geometrico. I risultati ottenuti sono
raccolti in [6].
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ke

TEOREMA 4. — Il gruppo Iy, .

neratort e tre relazioni

, ammette la seguente presentazione con due ge-

’ +2 ,
<a,u : (aufqm)wr/)”rl _ ((aufqm)/)”rlutm) — " (2n+1)7 [u2n+1’ al = 1>

dove o =th( + 1)+ (Ut)/q, f=th+ @t)/g—L1eqgme+F+1)+m'@n+1)=1

Si osservi che la terza relazione della presentazione non &, in generale, conse-
guenza delle due precedenti. Pertanto, per alcuni valori dei parametri, il gruppo
r ak@.,t,q,y non puo essere il gruppo fondamentale di una 3-varieta chiusa, poiché am-
mette una presentazione irriducibile non bilanciata. Il seguente teorema fornisce
condizioni specifiche sui parametri in modo tale che la presentazione nell’enunciato
del Teorema 4 corrisponda ad una spina di una varieta tridimensionale chiusa,
connessa ed orientabile.

TEOREMA 5. — Stanon > 1, t, q, k, £ > 0 intert tali che t £ 0, q divide 2t e /4,
(Qou+p+1),2n+1)=1L a+ >0, (0, f+D=1egma+f+1)+m'@n+1)=1
Allora I’ ﬁvtﬁqvé e 1l gruppo fondamentale dello spazio fibrato di Seifert definito dai
sequenti invarianti

000: -1 @n+1tm) (a+f+1LA+1) (L+20+1)).

ke

In particolare, il gruppo I"y,

, € infinito se e solo se

+2)2n+1) <2nr+1) — 1) e+ +1).
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