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Modello di campo medio per particelle multispecie interagenti.
Risultati matematici e applicazione al problema inverso

MicAELA FEDELE

1. — Introduzione

In letteratura diversi modelli di campo medio a due specie sono stati introdotti a
partire dalla meta degli anni ’50 per riprodurre le transizioni di fase dei metama-
gneti. In tempi recenti la versione generale di tali modelli & stata proposta come
tentativo di descrivere e predire gli effetti su larga scala del comportamento in-
dividuale di agenti socio-economici [1]. Modelli di spin multispecie non interagenti
sono alla base della teoria di scelta discreta dell’economista Daniel Mc Fadden.
L’estensione di tale teoria al caso interagente rappresenta pertanto un primo passo
verso la comprensione di quei fenomeni socio-economici in cui la scelta individuale &
condizionata dall’interazione con gli altri agenti. II modello introdotto in [1] & stato
analizzato a livello matematico nell’articolo [4] dove viene dimostrata I'esistenza del
limite termodinamico e calcolata ’energia libera. Questa tesi di dottorato prosegue lo
studio delle proprieta del modello interagente multispecie, in particolare determi-
nando il comportamento, nel limite termodinamico, della distribuzione di probabilita
congiunta delle somme parziali di spin, ed illustra una procedura per stimare i pa-
rametri del modello a partire da un set di dati empiriei.

2. — Modello di campo medio multispecie

Si consideri un insieme di N particelle suddiviso in » sottoinsiemi Py, ..., P, di
n
cardinalita |P;| = Ny, tali che P, N P; = (), per l # s e > N; = N. Le particelle inte-
=1
ragiscono fra loro a coppie e con un campo esterno come definito dalla seguente
Hamiltoniana di campo medio:

1 N N
(1) HN(O')Z _WZJifJiJJ_ZhiGi .
i =1

1,7=1 i

dove ¢; rappresenta lo spin della particella i-esima, o; = +1; J;; € il parametro di
mutua interazione tra la particella i-esima e la particella j-esima; £; & il valore del
campo esterno con cui interagisce la particella i-esima. Sia il parametro di accop-
piamento J;; sia il campo &; assumono valori differenti a seconda del sottoinsieme di
appartenenza delle particelle. In particolare J;; indica il valore assunto dal para-
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metro di accoppiamento che regola I'interazione tra una particella di P; e una par-
ticella di Ps, mentre &; indica il valore del campo magnetico con cui interagiscono le
particelle dell'insieme P;. I valori di J11,J92,...,Ju, sono assunti positivi, mentre
quelli di J;; per ] # s possono essere sia positivi che negativi permettendo interazioni
ferromagnetiche e antiferromagnetiche. La distribuzione di probabilita congiunta di

una configurazione di spin ¢ = (g1, . . ., oy) & data dalla misura di Boltzmann-Gibbs:
exp(— Hy(@) 11
(2) Plo} = Iy Hdp(Gi) :

=1

In tale distribuzione Zy & la costante di normalizzazione (detta funzione di parti-
zione) mentre p e la misura 1/2(6(x — 1) + d(x + 1)) dove d(x — o) denota la delta di
Dirac concentrata nel punto reale xy. Il modello descritto & ben posto, in quanto
esiste il limite per N — oo (si veda [4]) della funzione pressione py =1/N1InZy.
Definita la magnetizzazione m;(c) del sottoinsieme P; come rapporto tra la somma
S;(0) dei suoi spin e la sua cardinalita N;, 'Hamiltoniana (1) puo essere riscritta nella

forma Hy(0) = —Ng(my(0), ..., m,(c)) dove la funzione g &
1 n n
(3) 9(9017 - ,xn) = é ZSZZI OC[OCSJZS.’)CZ.’)CS + lzzl alhlocl .

con oy = N;/N grandezza relativa del sottoinsieme P;. L’Hamiltoniana scritta in
questa forma permette di calcolare esattamente il valore del limite termodinamico

della pressione. In particolare se la funzione g &€ convessa vale A}im py= sup f(xv),
dove -0 xe[-1,17"

1 n n n
(@) S 2 =5 > wod s + > oyln (cosh (Z o] 1505 + h;)) .
l,s=1 =1 s=1

Dalle condizioni estremali di f si ricavano le equazioni di campo medio del modello

n

W = tanh (hy + > o5 1), L =1,...,n. Per n =1 quello descritto rappresenta il
s=1

modello di Curie-Weiss.

3. — Comportamento asintotico di somme di spin

Nel limite termodinamico il vettore aleatorio (m;(o),...,m,(c)) converge de-
bolmente, rispetto alla misura di Boltzamann-Gibbs, al vettore (y, .. ., u,) soluzione
delle equazioni di campo medio. Cio significa che la varianza delle magnetizzazioni si
annulla per N — oo (si veda [4]). In questa tesi di dottorato viene determinata
Popportuna normalizzazione del vettore aleatorio (S1(0),...,S,(0)) affinché nel li-
mite termodinamico converga a una variabile aleatoria ben definita. Per particelle
non interagenti, e quindi indipendenti, il teorema del limite centrale fornisce la ri-
sposta a questo problema. Il caso di particelle interagenti costituenti un’unica specie
érisolto negli articoli [2] e [3]. Nel caso generale si dimostra che la normalizzazione di
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(S1(0),...,S,(0)) e il comportamento della variabile aleatoria a cui converge di-
pendono dalla natura dei punti di massimo del funzionale pressione f definito in (4).
Tale funzionale ammette sempre un numero finito non nullo di massimi assoluti sotto
'ipotesi che la funzione ¢ definita dalla (3) sia convessa. Considerato uno di tali punti
di massimo u = (1, ..., u,) esistono le funzioni fZ’;(ac) <0, tali che intorno a g il
funzionale f puo essere scritto come:

! d
O =+ e o (it - wp))
=0
dove (', 2”) € una partizione delle coordinate x = (x1,...,%,) e ¢ & un numero ra-

zionale positivo tale che 1/q & naturale e ;j(tx’, tix") = tszz’;-(ac’ ,&") per ognit > 0. Si
definisce tipo del punto di massimo g il numero naturale k pari al pit piccolo d tale che
;jl(xfy)yéOperx#Oeﬁ;(xfﬂ) =0perj=1,...,d— 1. Per ¢ = 1 l'espressione
(5) e I'espansione di Taylor della funzione f. In questo caso k € detto tipo omogeneo
del punto di massimo z.

Si dimostra il seguente

TEOREMA 1. — Si consideri un sistema di particelle definito dall’ Hamiltoniana
di campo medio Hy(o) = —Ng(my(0), . .., my,(0)) dove g ¢ la funzione convessa de-
Sfinita dalla 3). Sia u = (uq, - . ., 1,) Vunico punto di massimo assoluto del funzio-
nale pressione f dato dalla (4). Sia k il tipo omogeneo del punto di massimo. Allora
quando Ny — oo, ..., N, — oo, pervalori fissati di oy, . .., oy, il vettore aleatorio

Sl(a) - Nlﬂl Sn(a) - Nmun
(N VZE 7T (Y

(6)

1) se k =1 converge a una distribuzione normale multivariata con matrice di

. . c o [Oy Opg
covarianza C di elementi C;; = Oy Oy’

2) se k > 1 ha densita proporzionale a

L X1 LT
@ P ( 2l’“(«xl)l/z’“ " "(ocn)l/Zk))’

Nel caso in cui il funzionale pressione f ammetta pit di un punto di massimo
assoluto, considerato uno di tali punti se il vettore aleatorio delle magnetizzazioni &
sufficientemente vicino ad esso, si dimostra che la distribuzione di probabilita del
vettore aleatorio (6) ha un comportamento asintotico analogo a quello descritto nel
Teorema 1.

4. — Problema inverso

Considerato un campione di M configurazioni di spin ¢V, .. ., ™ indipendenti e
identicamente distribuite secondo la misura di Boltzmann-Gibbs definita in (2), si
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vogliono determinare i valori da attribuire al parametro di accoppiamento (matrice J)
e al campo esterno (vettore h) che massimizzano la probabilita di ottenere il campione
dato. La probabilita congiunta del campione (funzione di massima verosimiglianza) e
massima quando

(8) ml(a) MZm ( (m)) <ml(a)mé(g) Zml< (m)) ( (m))

m=

dove () denota il valore medio rispetto alla distribuzione di Boltzmann-Gibbs. Si
definisce suscettivita la matrice di elementi y;, = 9y /0hs, I,s=1,...,m con
(uq,-- ., u,) soluzione delle equazioni di campo medio. Nel limite termodinamico vale
(my(o)) = 1y, L=1,...,n pertanto gli elementi della matrice suscettivita possono
essere calcolati come y;, = N((my(a)ms(0)) — (my(0))(ms(0))). Dalla definizione di
matrice suscettivita si ha:

Xs = (tanh (hl + Z otge 1k ,uk)>

9)
=(1—mf (51s + Z o g /ké) .

dove 0;; denota la delta di Dirac concentrata in [ = s. La (9), riscritta in forma ma-
triciale come J = (P71 — y"1)D1 dove Pj = (1 — m?)J;; mentre Dj; = 055, per-
mette di ricavare la matrice di accoppiamento J a partire dal valore medio e dalle
correlazioni delle magnetizzazioni nel limite termodinamico rispetto alla di-
stribuzione di Boltzmann-Gibbs. Determinato ./, gli elementi del campo esterno £ si

n
ottengono dalle equazioni di campo medio come /; = tanh (1)) — > oy 1
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