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Risultati di immersione e compattezza
in alcuni spazi di funzioni

ROBERTA D’AMBROSIO

Oggetto della tesi e la costruzione di opportune decomposizioni per funzioni ap-
partenenti a spazi funzionali, la cui introduzione é legata alla risolubilita di aleuni
problemi di Dirichlet per equazioni differenziali alle derivate parziali, del secondo
ordine, lineari, di tipo ellittico, con soluzioni in certi spazi di Sobolev (con o senza peso)
e su domini di R” non necessariamente limitati e regolari. Come applicazione, si ot-
tengono risultati di immersione e compattezza su un operatore di moltiplicazione
definito tra spazi di Sobolev (con o senza peso).

Nello spirito delle classiche decomposizioni di Calderén e Zygmund per funzioni
appartenenti allo spazio di Lebesgue L', 1a nostra idea consiste nello scrivere, per
ogni fissato 2 € R, una data funzione g appartenente alla chiusura di un sottoinsieme
di uno specifico spazio di Banach, come somma di un funzione g, piti regolare, e di una
restante funzione g — g, la cui norma e controllata dal modulo di continuita della
funzione g stessa, definito quest’ultimo come una particolare funzione continua che va
a zero all'infinito.

Le decomposizioni sono utili in differenti contesti come dimostrazioni di risultati di
interpolazione e stime a priori sulle soluzioni di problemi al contorno. Per esempio,
nello studio di vari problemi ellittici con soluzioni in spazi di Sobolev S(£2) (con o senza
peso) definiti su un aperto 2 di R”, non necessariamente limitato e/o regolare, &
necessario, a volte, stabilire risultati di regolarita e stime a priori per le soluzioni di
tali problemi. Questi risultati si basano, molto spesso, sulla limitatezza e eventual-
mente compattezza dell’operatore di moltiplicazione

(1) U—gu

definito su uno spazio di Sobolev S(£2) e a valori in uno spazio di Lebesgue L”(2) con un
opportuno p € [1, 4 oo e dove g & un’assegnata funzione definita in uno spazio normato
V. E necessario, quindi, ottenere una stima del tipo

(2) ||gu||LP(_Q) <c-lglly - ||“||S<9> )

dove la costante ¢ dipende dalle proprieta di regolarita di Q e dagli esponenti di
sommabilita, e la funzione g soddisfa opportune condizioni.

Se L e loperatore differenziale associato al problema ellittico, stime del tipo (2)
permettono, ad esempio, di provare immediatamente la limitatezza dell’operatore,
dove g rappresenta uno dei coefficienti di ordine inferiore dell’operatore stesso.
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Tuttavia, altri tipi di risultati non si riescono ad ottenere direttamente per 'ope-
ratore L, a causa della natura non necessariamente regolare dei suoi coefficienti.
Risulta, dunque, necessario introdurre una classe di operatori Ly, i cui coefficienti, piu
regolari, approssimano i coefficienti dell’'operatore L. Questa “deviazione” dei coef-
ficienti di L, da quelli di L deve essere fatta controllando le norme dei coefficienti
approssimanti con quelle dei coefficienti dati. Dunque, € necessario ottenere stime
dove la dipendenza dai coefficienti & espressa solo in termini delle loro norme (in
modo, ad esempio, da non aver problemi nel passaggio al limite). Le decomposizioni
costruite, nel lavoro di tesi, per funzioni appartenenti a opportuni spazi funzionali (che
rappresentano 'ambiente di appartenenza dei coefficienti dei termini di ordine in-
feriore dell’operatore differenziale), giocano un ruolo molto rilevante in questo pro-
cesso di approssimazione, in quanto forniscono stime in cui le costanti dipendono solo
dalle norme dei coefficienti dati e dai loro moduli di continuita, e non dipendono dalla
particolare decomposizione considerata.

Nella prima parte della tesi, si approfondisce lo studio di una classe di spazi fun-
zionali pesati, denotata con K} (Q) (r € [1,+ ool , t € R), definita suun aperto 2di R",
dove il peso & una funzione appartenente ad una specifica classe di funzioni peso,
denotata con A(Q). Precisamente, una funzione misurabile p : @ — R, appartiene
alla classe A(Q) se e solo se esiste una costante y € R, indipendente da x e da y, tale
che

(3) Yl < p@) <yply), VYyeQ, YueQnBypy),

dove By, p(y) = {x € R" : |x —y| < p(p}.

Sinota che A(Q) contiene, ad esempio, la classe delle funzioni p : 2 — R che sono
lipschitziane in © con coefficiente di Lipschitz minore di 1.

Si denota, pertanto, con K;(£2) lo spazio delle funzioni g che appartengono lo-
calmente allo spazio L"(£) tali che

81!121O (Pti?(w) lg ”L"‘(QﬂB(ﬂc,p(x)))) < +o0,

dove p e una funzione di classe A(2). Si definiscono, inoltre, i sottospazi IN{t”(Q) e IO{ {(®))
di K;(2) come le rispettive chiusure di L{°*(Q) e C:°(Q) in K;(Q) (1o spazio L{°*(Q) e
costituito dalle funzioni ¢ tali che p'g € L>()). Si precisa che tali spazi sono stati
utilizzati in letteratura nello studio di vari problemi di Dirichlet per equazioni diffe-
renziali alle derivate parziali, lineari, del secondo ordine, di tipo ellittico, in domini Q
non regolari di R” (i.e. domini con frontiera singolare) e con soluzioni in aleuni spazi di
Sobolev pesati, denotati con Wf‘p (Q) (ke Ny, seR, 1<p<+400),il cui peso e
un’opportuna potenza di una funzione di classe A(%2) . .

Utilizzando alcune caratterizzazioni degli spazi K} (©2) e K;(2) contenute in [3], si
costruiscono, nel modo descritto sopra, decomposizioni per funzioni appartenenti a
tali sottospazi. Come applicazione, si studia 'operatore di moltiplicazione (1) definito
sullo spazio di Sobolev pesato wk P(Q), avalori in uno spazio di Lebesgue L?(2) con un
opportuno q € [p,+oo[ e con g € K{ ().
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Nella seguente ipotesi sull’aperto Q:
ho) esiste 0 € 0,%[ tale che
Ve e Q FCyx) :  Cplx,plx)) C 2,

dove Cy(x) € un cono infinito con vertice in x e apertura 0, e Cy(x, p(x)) =
Cyp(x) N B(x, p(x)),

e sotto opportune condizioni sugli esponenti k,p,q,r e sul fattore moltiplicativo
g € K{ (), si prova una stima del seguente tipo sull’'operatore considerato

(4) ng”Lq(Q) <c: ||g||K;‘(Q) : ||“||W§~P<Q) )

dove la costante ¢ dipende dagli esponenti di sommabilita, dalla funzione peso p e dal-
I'apertura 0 del cono. Si osserva che la stima ottenuta migliora una stima pesata del tipo
(2), provata in [3], su un operatore di moltiplicazione definito sullo spazio Wf P(@Q)ea
valori in LP(£), dove la funzione g appartiene a un opportuno spazio K;(€).

Utilizzando la stima (4) e le decomposizioni per funzioni g € K;(€2) o g € K} () si
provano ulteriori risultati (gi limitatezza sull’operatore nel caso in cui il fattore mol-
tiplicativo g € f{g (2) 0 g € K}(£2). In tali risultati, I'uso delle decomposizioni consente
di esplicitare la dipendenza delle costanti che vi figurano dal modulo di continuita e
dalla norma della funzione g.

Infine, nel caso in cui g € K;(Q), dalle stime ottenute e dal teorema di Rellich-
Kondrachov si deduce un risultato di compattezza sull’operatore.

Nella parte conclusiva della tesi si approfondisce lo studio di alcuni spazi di tipo
Morrey, denotati con MP*(Q), definiti su un aperto non limitato Q di R", n > 2.

Per p €[1,+oc[ e 2 €[0,7n], lo spazio MP*(Q) & costituito dalle funzioni ¢ €
(Q) tali che

loc

(5) 191y = sup 7 [ lg@) dy < +oo.
< onB

Tali spazi funzionali sono stati definiti da M. Transirico, M. Troisi e A. Vitolo, e la loro
introduzione e legata alla risolubilita di alcuni problemi di Dirichlet per equazioni el-
littiche con coefficienti discontinui su domini non limitati di R".

Inizialmente, si e rivolta I'attenzione allo studio delle proprieta di densita degli
spazi di tipo Morrey. Si sono provati, infatti, lemmi di caratterizzazione per funzioni
appartenenti alla chiusura di L*(2) e C;°(Q) in MP- *(Q) (denotate, rispettivamente,
con MP*(Q) e MY ‘(Q)) Utilizzando tali caratterlzzazmm si sono costruite opportune
decomposizioni per funzioni appartenenti a MPHQ) e MEH(Q). Tali decomposizioni
sono state poi utilizzate per provare risultati di limitatezza e compattezza sull’ope-
ratore (1), definito su un classico spazio di Sobolev W*P(Q) (k € Nep € [1,+oc[)ea
valori in uno spazio di Lebesgue L%(2), con un opportuno q € [ p, + oo[, dove il fattore
moltiplicativo g appartiene ad un sottospazio di M?#(Q). In particolare, nell'ipotesi in
cui 'aperto Q abbia la proprieta di cono e in opportune ipotesi sugli esponenti di
sommabilita, si prova una stima del seguente tipo sull’operatore considerato, nel caso
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in cui il fattore moltiplicativo g € M? % ()
(6) ng”Lq(Q) <cr- HuHWk«P(Q) +ee- ||u||m(90) )

dove Q, & un aperto limitato di Q2 avente la proprieta di cono. Si precisa che l'utilizzo
delle decomposizioni in questa stima, ha consentito di esplicitare, di nuovo, la di-
pendenza delle costanti ¢; e ¢z dal modulo di continuita e dalla norma della funzione g,
migliorando alcune stime di [4] ottenute sullo stesso tipo di operatore in cui non era
stata espressa la dipendenza delle costanti dai moduli di continuita. In ultimo, dalla
stima (6) si deduce un risultato di compattezza per 'operatore, nel caso in cui il fattore
moltiplicativo g € ME*(Q).

11 lavoro di tesi termina con l'introduzione di uno nuovo spazio pesato di tipo
Morrey, denotato con Mﬁvi(Q), dove la funzione peso appartiene alla classe G(2).Piu
precisamente, se d € R, una funzione misurabile p : Q — R appartiene alla classe
G(Q, d) se e solo se esiste una costante y € R, indipendente da « e da ¥, tale che

(7) @) <pl@) <yply), VYyeR, VweQy,d,

dove Q(y,d) := Q N B(y,d). Sidenota poi con G(2) 'unione di tutti gli insiemi G(Q, d)
cond € R, . Laclasse G(Q2) contiene, ad esempio, tutte le funzioni p positive su Q, il cui
logaritmo e una funzione lipschitziana.

Infine, sia p € GQ)NL>(Q) e sia d un numero reale positivo tale che
p € G(Q,d). Sidenota con ij’;'(Q) la chiusura di L°(Q2) N MP*(Q) in MP*(R) (lo spazio

1 P
L(Q) é costituito dalle funzioni g tali che prg € L>(Q) con p € G(Q)).

" Un’ attenta analisi delle relazioni che intercorrono tra MP(Q), MPH(Q) e MU(Q),
ha consentito di provare le seguenti inclusioni

MEAQ) € MPXQ) C MPHQ).

In particolare si sono individuate opportune condizioni sulla funzione peso p affinche si
abbia My*(Q) = M2HQ).
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