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Il problema di Dirichlet per equazioni ellittiche
in spazi di Sobolev con peso

SERENA Boccria

Oggetto della tesi e lo studio di alecune classi di spazi di Sobolev con peso con
particolare riguardo al ruolo da essi svolto nello studio della risolubilita di equazioni
differenziali alle derivate parziali, del secondo ordine, lineari, di tipo ellittico.

Siano k un intero non negativo, p un numero reale, 1 < p < + oo, £ un dominio in
R", ¢ un vettore di funzioni misurabili, non negative (positive quasi ovunque), defi-
nite su Q, che sara chiamato peso, cioé

o ={0,=0,),x € Q| <k},
o« un multiindice, « € Nj o equivalentemente
o = (o1, 02, ..., 0), o € No,
lot| = o1 + o2 + ... + oty

Allora lo spazio di Sobolev con peso W*P(Q; g) & definito come I'insieme di tutte le
funzioni u = u(x) che sono definite q.0. su Q e le cui derivate generalizzate (nel senso
delle distribuzioni) 0*u di ordine || < k soddisfano la seguente condizione

f Pu@) o @)de < + oo,
Q

Dopo aver richiamato alcune proprieta fondamentali degli spazi di Sobolev con
peso, nella prima parte della tesi vengono mostrati diversi esempi dai quali si evince
I'utilita e, talvolta, la necessita di operare nell’ambito degli spazi con peso: soluzioni di
problemi con fissati valori al bordo per equazioni alle derivate parziali con operatori
differenziali non-standard (cioe con coefficienti o termine noto tali da non consentire
di utilizzare i metodi classici) o domini non-standard (domini con una struttura
geometrica pill complicata).

Successivamente ci si pone il problema di determinare delle stime per le norme L?
(q > 1) delle derivate d*u, k < »(k,» € N), di funzioni u appartenenti ad un oppor-
tuno spazio di Sobolev con peso definito su un sottoinsieme non limitato Q c R, in
termini delle norme L? (p > 1) di u e delle sue derivate 9"u. Risultati di interpola-
zione di questo tipo sono ben noti nel caso in cui, per esempio, 'aperto Q € limitato e
dotato della proprieta di cono.
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Nel caso in esame le funzioni peso sono delle potenze di una funzione misurabile
p Q2 — R, tale che

logM < +o00.

@) S )

ryeQ
[e=yl<p()

Esempi di funzioni del tipo appena introdotto sono:

e xeR" - 1+alx], acl0lf;

o rcQ— adist(x,S), acl01], con Q# R" e S sottoinsieme non vuoto della
frontiera di Q;

e funzioni Lipschitziane con costante di Lipschitz minore di 1.

Inoltre I'aperto Q risulta soddisfare la seguente ipotesi di regolarita:

ho) esiste 0 € 10,%[ tale che
VaeeR ICyx) :  Cylx, plx)) C Q,

dove Cy(x) e un cono infinito con vertice in x e apertura 6, e Cy(x, p(x)) =
Co(x) N Bz, p(x)).

In questo contesto riusciamo a provare una disuguaglianza di interpolazione del
tipo

llge o < ¢ (1070l Il o) + Il )
per funzioni # in un appropriato spazio di Sobolev con peso. La disuguaglianza
provata contiene, come caso particolare, la classica disuguaglianza di interpolazione
di Gagliardo e Nirenberg riferita a domini non limitati, a patto di scegliere la fun-
zione peso costante.

E rilevante notare che le disuguaglianze di interpolazione giocano un importante
ruolo nello studio di equazioni ellittiche con coefficienti discontinui (o anche singo-
lari) in spazi di Sobolev con peso.

Oltre allo studio della classe di pesi precedentemente introdotta, nel lavoro di tesi
ci siamo anche occupati dello studio di un’altra classe di funzioni peso, la classe £(Q).
Pili precisamente, se d € R, denotiamo con ¢ ;(Q) la classe delle funzioni misurabili
m: Q — R, tali che

m(x)
(2) sg ) < +o00,

fryl<d
e, poi, con £ () 'unione di tutti gli insiemi 53(2) cond € R,

Q) = U G 4(Q).

deR,
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Esempi di funzioni peso di classe £(Q) sono:

e mx) =€l teR, xeQ
o mx) =1+, teR, xe
o tutte le funzioni m positive su Q il cui logaritmo € una funzione Lipschitziana.

Tra le proprieta delle funzioni m in () mettiamo in risalto le seguenti:
e per ogni funzione m in £ () si ha

m,m! € L5(Q),

che vuol dire che sia m che la sua reciproca sono limitate su ogni compatto ben
contenuto nel dominio Q;

e per ogni funzione m in £(Q) e possibile costruire una funzione regolarizzata
o € Z(Q) N C>(Q), equivalente a m, tale che:

|0%a ()]
vco o)

<400 VoelNj.

Laseconda parte della tesi riguarda alcune applicazioni degli spazi con peso, presi
in esame nella prima parte, allo studio delle soluzioni del problema di Dirichlet per un
operatore differenziale lineare ellittico. Sintetizziamo, di seguito, i principali passi di
tale studio.

Sia ancora Q un sottoinsieme aperto di R” conn > 3. Assegniamo in Q2 'operatore
differenziale del secondo ordine uniformemente ellittico

n

L——Za~~ﬁ+zﬂ:a-i+a
B VO Ox; = Oy

i,j=1 ¢
con coefficienti a; = aj; € L>(Q),1,j=1,...,n, e consideriamo il problema di
Dirichlet ad esso associato

w e W2P(Q) N WP (Q),
3) {

Lu=f, f€LQ),

dove p € 11, + oc[.

E ben noto che se Q & limitato e sufficientemente regolare o anche non limitato, il
problema (3) & stato ampiamente studiato da molti autori sotto varie ipotesi di di-
scontinuita sui coefficienti principali.

Nel lavoro di tesi, abbiamo ritenuto di particolare utilita estendere alcuni risultati
gia noti ad un caso pesato. Pill precisamente, denotiamo con p una funzione peso del
tipo (1) e tale che

infp>0, lim px) =+ oo,
Q []—+ oo
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e consideriamo il problema di Dirichlet:

w e W2 (Q) nWP (Q),
(4)

Lu=f, feLijQ,

doves € R, Wf’p (Q), Vkl’p (Q) e L¥ () sono spazi di Sobolev con peso e le funzioni peso
sono una potenza opportuna di p.

Richiedendo che T'aperto Q sia sufficientemente regolare, che i coefficienti
principali siano localmente di classe VMO(Q) e all'infinito “vicini” a certi e;; appar-
tenenti ad un opportuno sottospazio di VM O(L2), e che i coefficienti di ordine inferiore
stiano in opportuni spazi di tipo Morrey, otteniamo una stima a priori per le soluzioni
del problema (4). Tale stima ci permette di concludere che 'operatore L & semi-
fredholmiano, che e equivalente a dire che ha rango chiuso e nucleo di dimensione
finita. Mediante ulteriori risultati di regolarizzazione e utilizzando il metodo di
prolungamento per continuita, si riesce a dedurre un risultato di esistenza e unicita
della soluzione.

Come seconda applicazione, studiamo ancora il problema di Dirichlet (4) sotto
ipotesi simili a quelle richieste nel caso precedente, ma con una differente scelta per
quanto concerne le funzioni peso. Pili precisamente, nel caso in esame, la funzione
peso e una potenza opportuna della funzione peso m di tipo (2). Supponendo che tale
funzione m verifichi appropriate ipotesi, otteniamo alcune stime a priori per le so-
luzioni del problema (4) dalle quali si deduce un risultato di esistenza ed unicita della
soluzione.
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