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1. — Introduzione

Immaginiamo di essere in aula, di scegliere quattro studenti e di
dare a ciascuno di essi un gessetto colorato. Prendiamo poi un cesto
della tombola contenente i numeri da 1 a 90, e dopo aver sorteggiato
uno studente fra i quattro, questi estragga un numero dal cesto e lo
riporti sulla lavagna con il proprio gessetto. Facciamo ripetere 1'ope-
razione fino a che il cesto resti vuoto. Supponiamo, il che & abbastanza
ragionevole, che ogni ragazzo abbia scritto almeno un numero con il
suo gessetto sullalavagna. Allorainumerida 1 a 90 vengono ripartiti in
quattro insiemi a seconda del colore con cui sono stati seritti; a questo
punto chiediamo di verificare se tra questi insiemi ne esista uno con-
tenente dei numeri x, ¥ e z (con & non necessariamente diverso da ¥)
tali che x +y = z.

La risposta a tale domanda e affermativa, anzi la situazione pre-
sentata e un caso particolare di un risultato dimostrato nel 1916 dal
matematico I. Schur ([9]), che assicura che per ogni numero intero
k > 1, esiste un intero positivo s tale che, colorando 1 numeri da 1 a s
con k colori, esistono dei numert x, iy e z aventi lo stesso colore tali che
x + y = z. Lamotivazione che porto Schur al teorema precedente, fu lo
studio della cosiddetta “versione locale” dell’equazione di P. Fermat

Come e noto, tale equazione e priva di soluzioni intere non banali se
n > 2; e questo il contenuto del famoso Ultimo Teorema di Fermat
dimostrato nel 1995 dal matematico inglese A. Wiles ([13] e [12]),
quasi 300 anni dopo la pubblicazione postuma dell’edizione speciale
dell’ Aritmetica di Diofanto con le Osservazioni di P. Fermat, in cui il
matematico francese congetturava la validita di tale risultato (per una
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esposizione divulgativa della storia dell’Ultimo Teorema di Fermat si
puo, ad esempio, far riferimento ad uno dei libri [1], [7] e [10]). L’idea di
Schur fu quella di analizzare I'equazione congruenziale

2" +y" = 2" (modp)

dove p & un numero primo fissato. Egli sperava di dimostrare che, al
variare del primo p, nessuna di tali equazioni ha soluzioni intere non
banali, cosa che avrebbe provato la congettura di Fermat. Tuttavia,
come vedremo pit avanti, utilizzando il teorema sulle colorazioni prima
ricordato, Schur dimostro il seguente risultato:

Versione locale dell’Ultimo Teorema di Fermat. Sia n un numero
wmtero positivo. Allora esiste un primo q tale che, per ogni numero
primo p > q l'equazione congruenziale x" + y" = 2" (modp) ha una
soluzione intera tale che xyz non e divisibile per p.

Ovviamente la condizione che xyz non e multiplo di p & utile per
evitare le soluzioni banali dell’equazione come x = y = z = 0(modp)
oppure x = 0(modp) e y = z(modp). 11 teorema precedente € molto
interessante dal punto di vista didattico, oltre che storico, poiché
mostra come una possibile dimostrazione della congettura di Fer-
mat non puo essere di tipo elementare come, invece, si legge nella
famosa nota a margine dell’Arithmetica di Diofanto scritta da
Fermat nel 1637.

Scopo di quest’articolo e quello di fornire un’esposizione elementare
dei risultati di Schur. In molti testi di matematica combinatoria (cfr.,
ad esempio, [3], [2] e [5]) il teorema di Schur sulle colorazioni prece-
demente citato, viene ottenuto come corollario di un famoso teorema di
F. P. Ramsey pubblicato nel 1930 ([6]) che e stato il punto di partenza di
un settore molto ampio della matematica combinatoria, oggi noto come
“Teoria di Ramsey”. In realta, quello che serve & un caso particolare
del teorema di Ramsey, che assicura che se k ¢ un numero intero
positivo, allora esiste un poligono avente un numero di vertici di-
pendente da k tale che, comunque si colorano con k colori i suoi lati e le
sue diagonali, resta determinato almeno un triangolo i cut lati hanno
tutti lo stesso colore. Nel prossimo paragrafo riporteremo una dimo-
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strazione diretta di questultimo risultato dovuta a R. E. Greenwood e
A. M. Gleason ([4]). Come vedremo, il ragionamento sviluppato non e
altro che la naturale generalizzazione della soluzione del ben noto
problema della festa.

2. — Grafi colorati

Nella matematica combinatoria uno degli strumenti piut semplici &
sicuramente il principio dei cassetti, formulato per la prima volta in
modo esplicito da P. G. L. Dirichlet nel 1834:

Stano n e k dei numert naturali tali che k < n. Allora se n oggett
sono distribuiti in k scatole, qualche scatola deve contenere pin di un
oggetto.

Formalmente, possiamo dire che se A e B sono insiemi finiti di
ordini, rispettivamente, » e k, con k<mn, e A:A— B & un’ap-
plicazione, allora esiste un elemento b € B tale che |A™1(b)| > 2. A
dispetto della sua semplicita il principio dei cassetti spesso trova
utilizzazione nella dimostrazione di risultati interessanti e non
sempre del tutto banali. Ad esempio, si puo dimostrare che sono
vere le seguenti affermazioni:

(i) Se si colorano i punti del piano cartesiano aventi coordinate
intere di rosso e di blu, allora esiste un rettangolo i cui vertici
hanno tutti lo stesso colore.

(ii) Si considerino i numeri 1,2,3,...,2n e se ne scelgano n + 1
arbitrariamente. Allora due fra questi » + 1 numeri sono
primi fra loro.

(iii) Nell'ipotesi di (ii) si ha che esistono due numeri fra gli n + 1
scelti tali che uno divide I'altro.

E simpatico ricordare che P. Erdos era solito proporre il quesito (iii)
a giovani allievi che si avviavano allo studio della matematica (combi-
natoria).

Il principio dei cassetti si puo facilmente generalizzare al modo
seguente.
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LEMMA 2.1. — Stano n e k det numert naturalt tali che n = mk + r
conr>1 Se A:{1,2,....,.n} —{1,2,... k} e un’applicazione, al-
lova esiste un elemento i € {1,2,... .k} tale che |A~*(i)| > m + 1.

DIMOSTRAZIONE — Per assurdo sia |[A~!()| < m per ogni i. Allora
n=mk+r=|A"1)|+ A2 +...+ |A k)| < mk,

una contraddizione. O

Ovviamente, per m = 1 si riottiene il principio dei cassetti. Per le
considerazioni successive e utile introdurre alcune notazioni. Innan-
zitutto, se k£ € un numero naturale, denoteremo con I 'insieme
{1,2,...,k}. Cio premesso, se S & un insieme non vuoto, si dice k-co-
lorazione di S ogni applicazione A : S —1Ij. Sia s € S. Allora l'ele-
mento A(s) e il colore di s. Inoltre, una parte (non vuota) 7 di S e
monocromatica se la restrizione di A a T e costante.

Un ben noto problema di matematica combinatoria, spesso proposto
in occasione di gare matematiche (cfr. [11], Problem 27.1) & il co-
siddetto problema della festa:

Ad una festa sono presenti sei persone. Allora sicuramente ve ne
sono tre che a due a due st conoscono oppure tre che a due a due non si
CONOSCONO.

Proviamo a riformulare tale questione nel linguaggio espressivo
della teoria dei grafi. Sia n un numero naturale, e denotiamo con K, il
grafo completo su n vertici, cioe il grafo che ha come lati tutte le pos-
sibili (}) coppie di vertici. Cid premesso, il problema della festa si pud
formulare al modo seguente:

Comunque st considera una 2-colorazione dellinsieme dei lati del
grafo completo Kg (usando, ad esempio, come colori, rosso e blu) esiste
un sottografo completo K3 (triangolo) monocromatico.

Dimostriamo questo risultato. Fissiamo un vertice v; di K.
Poiché v; e connesso con altri cinque vertici, allora per il Lemma
2.1, almeno tre lati uscenti da v; hanno lo stesso colore, e per co-
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modita sia il rosso. Ad esempio, siano questi lati {v1,v3}, {v1,v4} €
{v1,v5}. Se uno dei lati {v;,v;}, con 3 <7 <j <5 e rosso, allora il
triangolo indotto da {v1,v;,v;} € monocromatico (rosso). Invece, se
ognuno dei lati {v;,v;} € blu, allora il triangolo {vs3,v4,v5} € mono-
cromatico (blu).

Vi V.

\'A V,

Si noti che 6 e il minimo intero positivo » tale che, colorando K, con
due colori, vi & un triangolo monocromatico in K,,. Infatti, se si colora
K5 con due colori, utilizzando un colore per i lati e l'altro per le dia-
gonali, allora non vi sono triangoli monocromatici.

Generalizzeremo ora la situazione precedente.

TEOREMA 2.2 (Greenwood, Gleason, 1955). — Sia k un intero posi-
tivo. Allora esiste un intero f (k) maggiore di k tale che per ogni k-
colorazione dei lati del grafo completo Kry, esiste un sottografo
completo K3 monocromatico. Inoltre, f(k) < 3k
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DIMOSTRAZIONE — Ovviamente, se k = 1, allora basta porre f(1) = 3,
mentre per k = 2, abbiamo appena provato che si puo porre f(2) = 6.
Sia pertanto k > 2 e supponiamo per induzione che esista un intero
positivo f (k) > k con le proprieta richieste. Si ponga

fE+1) =E+D(fk) -1 +2,

e consideriamo una (k + 1)-colorazione di Ky(.y1). Fissiamo un
vertice v. Allora v e estremo di (k+ 1)(f(k) — 1) +1 lati, sicché
per il Lemma 2.1 esiste un colore s tale che v e estremo di f(k) lati
{v,v1},{v,v2}, -, {v,v44)} ciascuno di colore s. A questo punto, se
fra gli estremi (diversi da v) di questi f(k) lati ve ne sono due v; e v;
tali che il lato {v;,v;} ha colore s, allora il triangolo {v,v;,v;} ha lati
di colore s, e l'asserto € dimostrato. In caso contrario, possiamo
considerare il sottografo completo Ky, di vertici vy, v, - - -, v che
per ipotesi di induzione possiede un triangolo monocromatico.
Infine, la disuguaglianza f (k) < 3k! si ottiene facilmente ragionando
per induzione su k e ricordando la definizione della funzione f. O

Ovviamente, dal Teorema 2.2 segue immediatamente che se k € un
intero positivo, allora per ogni n > f (k) e per ogni k-colorazione dei lati
del grafo completo K,, esiste un triangolo monocromatico.

3. — Versione locale dell’Ultimo Teorema di Fermat

Consideriamo una k-colorazione dell’insieme N dei numeri naturali.
Allora esiste un intero positivo ¢t < k tale che IN & unione disgiunta di ¢
sottoinsiemi monocromatici

N=§S;uUS:U---US;.

Il prossimo risultato, di cui abbiamo gia parlato nell’introduzione,
mostra in particolare che ogni equazione del tipo

x4y==z

ha in N almeno una soluzione monocromatica.
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LEMMA 3.1 (Teorema di Schur, 1916). — Sia k un numero intero
postitivo. Allora esiste un numero naturale S(k) tale che per ogni in-
tero n > S(k) e per ogni k-colorazione A : 1, — I di I,, esistono
x,y,2 € I, tali che Alx) = Aly) = AR)ex+y =z

DIMOSTRAZIONE — Si ponga S(k) = f(k) — 1, dove f & la funzione
definita nel Teorema 2.2. Utilizzando la k-colorazione A definiamo una
k-colorazione A™ sui lati del grafo completo K, ; al modo seguente. Se ¢
e 7 sono vertici distinti di K,,.1, si ponga

A({i,7}) = Alji = ).

Poiché n + 1 > f(k), per il Teorema 2.2 K, .1 possiede un triangolo
monocromatico {7,7,l}, cioe esistono 7,j,l € [,,; tali che i >j > 1 e
AN {i,j}) = A {4, 1}) = A({i,1}). Postox =i —j,y=j—lez=1—1,
risulta A(x) = Aly) = AkR)ex +y = z. |

Ovviamente, se k < h, allora S(k) < S(h). Una terna monocromatica
(x,y,z) verificante 'equazione x + y = z si dice terna di Schur. Gli
interi S(k) relativi ai primi quattro numeri naturali sono S(1) = 2,
S(2) =5,8(3) = 16 e S(4) = 65. Quest’ultimo valore spiega perché nel
gioco dei quattro gessetti colorati e dei numeri della tombola la ri-
sposta alla domanda finale e affermativa. Osserviamo inoltre che dalla
dimostrazione del Lemma 3.1 e dal Teorema 2.2 si ottiene la seguente
maggiorazione per gli interi S(k) utile per valori elevati di :

S(k) < 3k! —1.

Infine, e interessante ricordare che esiste una versione forte del
Teorema di Schur, in cui si prova l'esistenza di una terna di Schur
(x,y,2) con x # y. Una dimostrazione elementare di tale risultato puo
essere consultata a p. 303 di [11].

Quanto premesso finora ci consente di provare la versione locale
dell’'Ultimo Teorema di Fermat, dovuta a Schur nel 1916. Nel corso
della dimostrazione faremo anche uso di nozioni elementari di teoria dei
gruppi per le quali si puo, ad esempio, far riferimento al capitolo 4 di [8].

TEOREMA 3.2 (Versione locale dell’Ultimo Teorema di Fermat). —
Sia n un numero intero positivo. Allora per ogni primo p > S(n)
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lequazione congruenziale " + y" = 2" (modp) ha una soluzione in-
tera tale che p non divide xyz.

DIMOSTRAZIONE — Denotiamo con Z;; ={[11,,[2],,---,[p —1],} il
gruppo moltiplicativo del campo 7, delle classi dei resti modulo p.
Consideriamo poi il sottogruppo H = {[a]z | [al, € Z;} di Z; Siano
[al,, [b], € A;;, e si ponga [a], NH\[b]p se e solo se esiste un elemento
[x], € H tale che [a], = [x],[b],. E facile verificare che ~y € una re-
lazione di equivalenza in 7 e la classe di equivalenza di un elemento
[a], di Z;; e data dall'insieme [a],H = {[a],[%], | [R], € H}. Come e
noto, 'operazione del gruppo ’Z; si trasferisee in modo naturale sul-
I'insieme quoziente Z; / ~p che acquista la struttura di gruppo (quo-
ziente). Inoltre, se 7,/ ~g= {la11,H,[a2],H, - -, [ay],H}, allora ri-
sulta che k < n poiché la potenza n-esima di ogni elemento di 7,/ ~p €
identica.

Sex eunelementodi/,_1, poniamo A(x) = 7, dove ¢ € 'unico elemento
di [, tale che [x], € [a;],H. Restain tal modo definita una k-colorazione
A:1, 1 —1 diI, ;. Poiché p — 1> S(n) > S(k), per il Lemma 3.1
esistono degli elementi «,f,y € I,,_1 tali che Ale) = A(f) = A(y) =i e
o+ f = 7. Ne segue che [a],, [$],, [7], € [ail,H e [0+ B, = [y],. Allora
esistono degli interi x, i e z non divisibili per p tali che [«], = [ai]p[ac]z,
[Bl, = lail,ly], e [y], = [ailplz];. Pertanto, a;x" + a;y" = a;z" (modp),
e quindi

2" +y" = 2" (modp),

poiché p non divide a;. L’asserto e dimostrato. O
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