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Analisi e controllo ottimo per un sistema di transizione di fase con
condizioni al bordo non omogenee di tipo Cauchy-Neumann

ToMMASO BENINCASA

Su un dominio limitato 2 Cc R"*, (n = 1,2, 3), con un bordo 02 sufficientemente
regolare e per un tempo 7' > 0, consideriamo il seguente problema parabolico non
lineare:
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i numeri positivi p, ¢, 7, &, £, k, h, a sono dei parametri fisici e
e u rappresenta la temperatura ridotta su @

e ¢ ¢ la funzione di fase usata per distinguere tra gli stati di un materiale che
occupa la regione Q ad ogni istante ¢ € [0, T

e feLP(Q),g e LIQ), g > p > 2, sono funzioni date
171
o we W,Z) vl *(2) rappresenta il controllo al bordo
_2 _2
o ug € Wo (Q), 0 € W (Q) e 0)0vio + hug = w(0, 1), /dvgy = 0 su 9Q

II problema (1), introdotto da Caginalp in [2], rappresenta il phase-field model,
esso descrive la transizione di fase tra solido e liquido (e viceversa) di una so-
stanza che occupa la regione Q. Il phase-field model € una evoluzoine del pro-
blema di Stefan classico in due fasi, aggiungendo una nuova equazione parabolica
con un termine non lineare in ¢, ottenuta dalle equazioni di Eulero-Lagrange per
I'energia libera della teoria di campo di Landau-Ginzburg. In questo modo e
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possibile ottenere un’analisi piti profonda del fenomeno fisico e cogliere alcuni
aspetti quali: supercooling, superheating, effetto della tensione di superficie
dell'intefaccia, zone di separazione.

Nel nostro studio consideriamo condizioni al bordo non omogenee di tipo Cauchy-
Neumann. La condizione al bordo w(Z, x), dipendente dal tempo e dallo spazio con-
temporaneamente, pud essere coinvolta come boundary control in alcune ap-
plicazioni industriali, ad esempio il processo di solidificazione di un metallo. Il primo
passo ¢ stato lo studio dell’esistenza e regolarita della soluzione per il problema (1). A
questo riguardo il nostro principale risultato e il seguente:

TEOREMA 1. — I problema (1) ha un’unica soluzione (u,p) dove u € WSJ(Q),
9 € WENQ) e v = min{q, i}. In aggiunta (u, p) soddisfa

”uHWgJ(Q) + ”(ﬂHWgAl(Q) < C{l + HuOHWi%(Q) + HWOHW:%(Q)

+IIWIIW;7%,17#(Z) 1l + llglqu@)}

dove la costante C dipende da |Q| (la misura di Q), T,n,p, q e dai parametri fisici.

Inoltre, dato un numero M > 0, se (U1, ;) e (g, po) soluzioni, relative alle medesime

condiziont imiziali e corrispondenti, rispettivamente, ai dati (f1, g1, w1), (f2, g2, we) €
_lq_1

LP(Q) x LU(Q) x W,ZJ o (D), tali che |lp1llpqp 192l < M, allora vale la se-

guente stima

[ur — MZHWIZJJ(Q) + oy — (/’2||W'q2-1(Q) < C{”fl _.f2||LP(Q) + llgr — 92||Lr1(Q)+

o =l g}

dove la costante C dipende da |2|, T,n,p, q e dai parametri fisici.

Strumenti fondamentali nel nostro approccio sono la teoria del grado di Leray-
Schauder, le proprieta degli operatori di Nemytskij, la teoria L, per equazioni pa-
raboliche lineari e quasilineari [3]. Useremo il teorema di Lions-Peetre per assicu-
rarci 'immersione continua ngl(Q) C LH(@), dove:

00 sen+2<2p
any numbers > 3p sen+2=2p
pn + 2)

_— 2>2
nt2—2p sen+2>4p

Posto f = g =0, abbiamo associato al problema (1), per ogni ¢ > 0, il seguente
schema iterativo di approssimazione di tipo fractional steps [1]:



ANALISI E CONTROLLO OTTIMO PER UN SISTEMA DI TRANSIZIONE ECC. 9

! ..

peus + 5 ¢ = kdw in @ = (ie, (i + 1)e) x Q

) = EAp* + 50" + 2u° in @

M o = it ) su 3% = (ie, (i + 1)¢) x OQ
) v g ”

do* .

E =0 su ZZ

uf, (ie, x) = u’ (ie, x) u® (0, 2) = upx) su Q2
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dove z(-, ¢° (ie,x)) e la soluzione del problema di Cauchy

{ ’(s)+ 3(s) s € (e, (i + De)
dw:mmw) 9 (0, 2) = py(x)

per i:()v]-?"'th‘_lv con Mz: = [§:|a Q?[/[g_l :[(MH_1)87 T] ng (ﬂi_(l&x):
ltilm o't x) e ¢° (1e,x) = ltle ¢°(t, x). Il vantaggio di tale schema consiste nel ridurre
e (%3

I'onere computazionale richiesto per approssimare la soluzione del sistema non li-
neare. La convergenza e dimostrata nel seguente

TEOREMA 2. — Assumiamo che ug,p, € Wéo(.Q) soddisfano Ouy/Ov + huy =
w(0,x), 0py/0v="0 e we W0, T]; L*(0RQ)). Prendiamo (u?,¢?) soluzione dello
schema approssimante (2). Allora, per ¢ — 0, abbiamo

W (@), p°@®) — (@), p* (@) fortemente in L*(Q),Vt € (0,T]
dove u*,p* € W2L([0, T1; LA(Q)) N L2([0, T1; H*(Q)) ¢ la soluzione del sistema non

lineare.

Consideriamo ora il seguente problema di controllo ottimo governato dal sistema
non lineare (1).
P) Minimizzare jw) = f (p—1—06)%- * X, dtdw

1
+5 Qf (u-&z) ) - g, dtdac + = f WA, w)dtdy

d1, 02, nel problema (P) sono numeri positivi usati per dlstlnguere tra gli stati del
materiale, precisamente:

o la pure liquid region {u(t,x) > ds e p(t,x) > 1+ 01}
e la pure solid region {u(t,x) < —ds e p(t,x) < -1 — 1}
e la separating region Q= {x € Q; ||ut,x)|| < do, |lpEt, x)|| <1+ 1, J1,d2 > 0}



10 TOMMASO BENINCASA

A livello applicativo, questo genere di funzionale puo essere usato nelle indagini
numeriche riguardanti il processo di solidificazione. Ad esempio calcolare la tem-
peratura minima che induce, in un dato tempo 7', il cambiamento di fase. Abbiamo
associato al problema (P) un problema approssimante (P¢) ottenuto usando nel
funzionale di costo la soluzione del sistema lineare (2). Entrambi i problemi hanno
soluzione. Attraverso la variazione prima abbiamo calcolato il sistema duale (p* e ¢*
sono le funzioni di costato) e quindi, ricavato, le condizioni di ottimizzalita necessarie

— 1, x) € Oly(w)) apt. tx)eX

dove »(t,x) = —Cp'g(t, x) +w(t,x) e I; la funzione indicatrice di /. Possiamo cosi

concludere che

R, ser(,x) >0
w;(t,x) =
’ 0, ser(,x) <0.

Resta quindi dimostrato il seguente principio di massimo per il problema (P¢).

TEOREMA 3. — Sia (u**, ¢**, w’) una soluzione otttma di (P*). Allora il controllo
ottimo e dato dalla (4), dove (p*, ¢°) soddisfano il sistema duale attraverso w™*, p**.

Infine abbiamo usato i risultati ottenuti sviluppando uno specifico software per
studiare il problema inverso, nel caso unidimensionale, come problema di controllo
ottimo. Ricordiamo che questo tipo di problema inverso nasce da un’applicazione
industriale (casting wire).
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