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Metodi geometrici nella normalizzazione
di germi di biolomorfismi

JASMIN RASSY

Dato un germe di biolomorfismo f di C" in un punto fisso p, si vuole studiare la
dinamicadi f vicino al punto fisso, ossia, per ogni punto ¢ in un intorno (sufficientemente)
piccolo di p, si e interessati a descrivere il comportamento asintotico della successione
{f*(@)}}, delle iterate di f valutate nel punto g, dove f* & la composizione di f con se
stessa per k volte. Poiché tale problema & invariante a meno di traslazioni, & sempre
possibile ridursi allo studio di germi di biolomorfismi di (C", O) che fissano l'origine.

Sebbene il caso unidimensionale sia ampiamente sviluppato ed essenzialmente
risolto da Brjuno [1] e Yoccoz [5], in dimensione » > 2 tale studio & lontano dal-
'essere completo. Localmente, f puo essere scritta come una n-upla di serie di po-
tenze convergenti, cioe, usando la notazione multi-indiciale standard, si ha

f@) =4z + Z fo?%,

QeNn

lai>2

dove /4 € unamatrice n x n a coefficienti complessi, fy € C", e, posto @ = (q1, ..., qn),
n

allora |Q[ :== > gje 29 := 20" .. - 2{". A meno di cambiamenti lineari delle coordinate,

J=1
€ anche possibile supporre che A sia in forma normale di Jordan, ossia

A
& 22
A= ) )
& M
dove gli autovalori /i, ...,4, € C* non sono necessariamente distinti, e ¢ € {0, ¢}

puo essere non nullo solo se 4;_; = 4;.

La dinamica non cambia se cambiamo coordinate, percio un’idea naturale € cercare
una soluzione ad un cosiddetto problema di normalizzazione: dato un germe di bio-
lomorfismo f di C" che fissa l'origine e con parte lineare in forma normale di Jordan,
¢ possibile trovare un cambio di coordinate locale ¢ di C, che fissi Uorigine, tale che

gL of o p = “forma semplice”?

Una risposta positiva a tale problema, ridurrebbe lo studio della dinamica di f allo
studio ben pill semplice della dinamica della “forma semplice”. Inoltre, si e soliti
supporre dgy = Id in quanto la parte lineare di f € gia in forma normale (di Jordan).
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Naturalmente, dobbiamo specificare cosa intendiamo per “forma semplice”. Una
scelta naturale per una “forma semplice” ¢ il termine lineare del germe; in questo
caso studiamo il:

Problema della linearizzazione. Sia ' un germe di biolomorfismo di C" che
fissa lorigine e con parte lineare A in forma normale di Jordan. Esiste un cambio
locale di coordinate olomorfo ¢ di C", che fissi lorigine, con dpy = Id, tale che

gﬂ‘lofo(o:/l?

Un modo per risolvere tale problema e prima cercare una trasformazione formale
¢ che risolva
fop=gpod,

e poi studiarne la convergenza o meno.

La risposta a tale problema dipende dall'insieme degli autovalori di A, solita-
mente chiamato lo spettro di A. Infatti & possibile che esista un multi-indice
Q=1(q1,--.,q,) € N, con |Q| > 2, tale che

2 Jp= 00— =0

per qualche 1 < j < n; una relazione di questo tipo e detta risonanza moltiplicativa
dif, e @ & detto un multi-indice risonante. Un monomio risonante & un monomio z9
nella j-esima coordinata tale che 2@ = Aj.

Le risonanze costituiscono 'ostruzione formale alla linearizzazione. Infatti, si hail
seguente risultato classico:

TEOREMA 1 (Poincaré, 1893; Dulac, 1904). — Sia f un germe di biolomorfismo di
C" che fissa Vorigine O con parte lineare A in forma normale di Jordan. Allora
esiste una trasformazione formale ¢ di C", priva di termine costante e con parte
lineare uguale all’identita, che coniuga f ad una trasformazione formale
g € Cllzy, ..., 2, 0" priva di termine costante, con parte lineare A e contenente solo
MOnOMi risonanti.

Una serie formale g priva di termine costante, con parte lineare in forma normale
di Jordan e contenente solo monomi risonanti rispetto agli autovalori della sua parte
lineare, e detta in forma normale di Poincaré-Dulac. Una serie formale ¢ in forma
normale di Poincaré-Dulac che sia formalmente coniugata ad un germe di biolo-
morfismo f di C" che fissi'origine & detta una forma normale (formale) di Poincaré-
Dulac associata a f. Quindi la seconda scelta naturale per una “forma semplice” e una
forma normale di Poincaré-Dulac, per cui abbiamo il:

Problema della normalizzazione. Sia f un germe di biolomorfismo di C" che
fissa lorigine e con parte lineare A in forma normale di Jordan. Esiste un cambio
locale di coordinate olomorfo ¢ di C", che fissi Uorigine, con dpg = 1d, tale che
¢~ 1 of o ¢ sia una forma normale di Poincaré-Dulac di f?
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Anche in assenza di risonanze, la linearizzazione olomorfa non e garantita. E
infatti necessario studiare il modo in cui i numeri A% — /j si avvicinano a zero per
|Q| — 4 o0; in questo contesto, questo problema e noto come problema dei piccoli
divisori. Inoltre in generale le forme normali di Poincaré-Dulac non sono uniche, e
cio rende particolarmente difficile lo studio della convergenza.

In questa tesi ho studiato il problema della linearizzazione olomorfa in presenza di
risonanze (vedi [2]-[3]), ed ho introdotto dei nuovi metodi geometrici nello studio del
problema della normalizzazione olomorfa (vedi [4]).

Riguardo il problema della linearizzazione in presenza di risonanze, in [2] ho di-
mostrato che, dato un germe di biolomorfismo f di C" che fissi 'origine e che abbia
parte lineare diagonalizzabile, sotto opportune condizioni aritmetiche sugli auto-
valori di dfy ed alcune restrizioni sul tipo di risonanze (che pero possono essere
presenti), una condizione necessaria e sufficiente per la linearizzazione olomorfa in
presenza di risonanze e I'esistenza di una particolare varieta complessa f-invariante
(vedi [2] per definizioni e dimostrazioni):

TrEOREMA 2 (Raissy, 2010 [2]). — Siaf un germe di biolomorfismo di C" che abbia
lorigine come punto fisso quasi-Brjuno di ordine s, con 1 < s < n. Allora f ¢ olo-
morficamente linearizzabile se e solo se ammette una varieta M di codimensione s
tale che £y, sia olomorficamente linearizzabile.

Tale risultato ha inoltre come corollari molti dei risultati classici di linearizzazione
e anche alcuni risultati pit recenti.

Ho poi esplorato in questo setting le conseguenze del principio euristico generale
secondo cui se un’applicazione f commuta con un’applicazione g, allora alcune delle
proprieta di g possono essere ereditate daf, ed ho dimostrato come il commutare con
un germe linearizzabile possa dare informazioni sui germi che possono essere co-
niugati ad un dato germe.

Ad esempio, una possibile generalizzazione del problema della linearizazione e
chiedersi quando un dato insieme din > 2 germi di biolomorfismifi, .. ., f,, di C" aventi
uno stesso punto fisso, che a meno di traslazioni possiamo supporre essere l'origine, sia
sitmultaneamente olomorficamente linearizzabile, ossia esista un cambio locale di

coordinate olomorfo, che coniughi f}, alla sua parte lineare per ogniz =1, ...,m.
Ho trovato che se fi, ..., fy, hanno parti lineari diagonalizzabili e sono tali che f;
commuta confj, perognik = 2, ... m,sotto certe condizioni aritmetiche sugli autovalori

di (df})p ed alcune restrizioni sul tipo di risonanze (che pero possono essere presenti),
l'esistenza di una linearizzazione simultanea equivale all’esistenza di una particolare
varieta complessaf; -invariante perh =1, . .. , m (vedi[3] per definizioni e dimostrazioni):

TEOREMA 3 (Raissy, 2009 [3]). — Siano fi, ..., f, m > 2 germi of biolomorfismi
di C", che fissano Uorigine. Supponiamo che fi abbia l'origine come punto fisso
quasi-Brjuno di ordine s, con 1 < s < n, che commuti con f;, per ogni h =2, ... ,m.
Allora fi, ..., f sono simultaneamente olomorficamente linearizzabili se e solo se
esiste un germe di varieta complessa M di codimensione s, invariante per ciascun
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i per h =1,....m, che sia una varieta osculante simultanea per fi, ..., f e tale
che fily - - s fmly stano simultaneamente olomorficamente linearizzabili.

Ho poi studiato (in [4]) la commutazione con un particolare tipo di oggetto li-
nearizzabile: le azioni di toro. Ho trovato, in un modo completo e algoritmicamente
calcolabile, quale tipo di azioni di toro & necessario cercare per risolvere il problema
della normalizzazione di Poincaré-Dulac olomorfa, studiando i possibili fenomeni di
torsione. In particolare, ho trovato una corrispondenza fra I'insieme degli autovalori
di dfy e la matrice dei pesi di un’azione di toro. Il collegamento e la struttura trovati
sono pill complicati di quanto si credeva ed e stato necessario uno studio dettagliato
per capire le relazioni fra azioni di toro, normalizzazione olomorfa e fenomeni di
torsione. Inoltre, in [4] sono riuscita a evidenziare fino a quale punto sia possibile
spingere I'analogia fra germi di campi vettoriali olomorfi e germi di biolomorfismo
nel problema della normalizzazione olomorfa, individuando piu tipi di torsione, as-
senti nel caso dei campi vettoriali. Un esempio dei risultati che ho ottenuto e il se-
guente (vedi [4] per definizioni, dimostrazioni e altri risultati):

TEOREMA 4 (Raissy, 2010 [4]). — Sia f un germe di biolomorfismo di C" che fissi
Lorigine. Supponiamo che, denotato con L = {, ..., .} lo spettro di dfy, l'unico
vettore [p] € (C/72)" tale che / = e¥™19) abbia grado torico 1 < r < n e sia nel caso di
torsione impura. Allora f ammette una normalizzazione olomorfa di Poincaré-
Dulac se e solo se esiste un’azione olomorfa su (C", 0) di un toro di dimensione r — 1
che commuti con f e tale che le colonne della matrice dei pesi dell’azione siano
vettori torict ridotti privi di torsione associati a [¢].

Ho inoltre trovato un esempio di tecniche che possono essere utilizzate per co-
struire azioni di toro.
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