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Analisi asintotica per un problema di Dirichlet
singolarmente perturbato

MARISTELLA PETRALLA

Nel lavoro di tesi di Dottorato in matematica, abbiamo studiato soluzioni positive
del seguente problema di Dirichlet
—Au+ AV(@u =uP in Q
u=0 on 00,

dove A > 0 & un parametro grande,p > 1,2 C R™ éun dOIIllil’liO limitato, N > 2eV e
un potenziale positivo. Con la trasformazione u(x) — A 7 u(x), 1 — &= \/LI’ il pro-

P,

blema (P), si legge equivalentemente come un problema di Dirichlet singolarmente
perturbato: —e2Au + Vu = uP.

Questo problema ed altri ad esso collegati sono stati largamente considerati in
lette-ratura, in connessione con vari modelli biologici e fisici (dinamica delle popo-
lazioni, teorie di formazione di “pattern” e reattori chimici).

L’analisi asintotica per (P), nel caso sottocritico (p >1se N =2el<p< ?’,—fg
se N>3) e V=1 é stata considerata per soluzioni di energia minima sia con
condizione al bordo Dirichlet che Neumann. Con una espansione asintotica del
corrispondente valore critico, nel caso Dirichlet e stato provato che la successione
esibisce un unico “spike-layer” con il suo unico piceo situato vicino alla parte piu
centrale di , dove la funzione distanza d(-, 982) € massima. Pil1 in generale nel caso
Dirichlet, quando la corrispondente energia & di ordine &V, ci si aspetta che la
densitd di energia e NuP*! si concentri su una somma finita di masse di Dirac
quando ¢ — 07, nel senso delle misure. I centri delle masse di Dirac (i punti di “blow-
up”) sono in Q e la loro posizione dipende dalle distanze dalla frontiera oltre che
dalle mutue distanze. Per domini con topologia, si ha una molteplicita di soluzioni
per / grande. Pill recentemente sono state ottenute soluzioni con un unico picco per
ogni punto critico “non degenere” di d(-,0Q) e l'esistenza di soluzioni k—piechi.

1. — Risultati di classificazione e fenomeni di “blow up”: equivalenza tra indice
di Morse ed energia

Soluzioni di (P), necessariamente esibiscono “blow-up” per . — + oo. Abbiamo
pertanto ottenuto una accurata descrizione del comportamento asintotico per
A — + oo attraverso infomazioni sull’energia o sull'indice di Morse delle soluzioni. Sia
Uy, unasuccessione disoluzionidi (P),, dove 4, — + copern — + oo. E facile mostrare
che |||, — oo per ® — +oo. Usiamo la procedura standard di “blow up” per
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descrivere il comportamento asintotico sia P, il punto di massimo di u,:
%n(f;n) = |jun||, € poniamo &, = /1,7 VP)? e &, = ||un|| . Definiamo U, (y)
=& Un(eny + Py, Yy €Q, = enl(Q — P,). A meno di sottosuccessioni, dalla limi-
tatezza di (/In,éfl)fl, il profilo limite U = nlirfm U, €& una soluzione limitata,
0 < U < U(0)in H, di WAU—Ur wH
Blec { U=0 su OH

con H = lim Q, uniperspazio o R™.

Nn——+00

Sia G un sottogruppo di O(N) e 2 un dominio G—invariante. U € H, (l)(Q) soluzione
positiva G—invariante di —4U + U = UP in Q ¢ di indice di Morse G—invariante
ma(U) =k, k>1 se k & la dimensione massnna del sottospazio W, di funzioni
G—invarianti in C}(Q) tale che Qu(go)f V|2 + 2 —p UPL g2 <0 per ogni
pc Wi\ {0}

Risulta mzqy(u) = m(u). Osserviamo che se U e soluzione del problema limite, il
corrispondente operatore linearizzato & L = —4 + —p UP~! e 'indice di Morse di U &
il numero di direzioni di negativita della forma quadratica associata al linearizzato.
Per una classificazione di U richiediamo su u,, una delle seguenti ipotesi:

N_ptl
sup . " 1fu§+l < +o0o oppure supm(u,) < + oo.
neN neN

Finitezza dell’energia o dell'indice di Morse di U sono state usate recentemente in
letteratura in [4]. Ispirati da [4] abbiamo ottenuto in [3] il risultato di classificazione:

TEOREMA 1. — Sia U soluzione non negativa di —AU + U = UP dove H ¢ un
semispazio o R™.

o Se Heun semispazio eU € L>*(H) con U = 0 su 0H, allora U = 0.
e Se H=R", assumiamo p sottocritico e una tra [UPT < +oco oppure

m(U) < +oo. Se U # 0, allora U coincide con Uunica soluzione radiale di “ground-
state” Uy del problema. In particolare, U ha indice di Morse uno in H'(R™): il
primo autovalore negativo yy < 0 ¢ semplice con autofunzione ¢, e il secondo s = 0
ha molteplicita N con autospazio dato da span{ d,, U, ..., 0, U }.

Il Teorema di classificazione afferma che ogni successione di punti di blow-up P,,
porta localmente almeno un’energia pari a f Uy ™! ¢ una direzione di negativita per

RN
Poperatore linearizzato. Possiamo quindi controllare il numero delle successioni di
blow-up grazie ad un’ipotesi di uniforme limitatezza dell’energia o dell'indice di
Morse. Il decadimento esponenziale di U, produce stime puntuali su «,: a meno di

sottosuccessioni, posto
N_p+l

— — N _pt+l -1
k= lm mu,) ork:(ing)%‘p_%( f Ug“) lim 22 70 [t
1——+00 2

Nn—-+00
RN
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esistono PL, ... Pt k <k, tali che per ognii,j =1,....k, i #j:
I — PifF — o0, A AP, 007 — 400, u,(PL)= max u,

onB - 4(P))
Buiy,

per qualche Rn — + oo, per m — +oo. Inoltre, per qualche C,y >0 vale:
Uy () < C/l Z e “n‘x P.| Una fine analisi asintotica ci ha permesso di stabilire un

legame tra 1nd1ce di Morse ed energia nel caso di blow-up puntuale (si veda [3]):

TEOREMA 2. — Sia u, soluzione di (P),, e assumiamo p sottocritico. L 'uniforme
limitatezza dell’energia e dell’indice di Morse sono equivalenti e vale

f p+1 ) fup+1
n
(1nf V)* <liminf —————— < lim sup S < (sup V)*
N n——+00 = (un)fUZH-l n—+00 mu,) f Uﬁ9+1

RN RN

dove m(u,,) rappresenta Uindice di Morse “largo” (cioe il numero di autovalori non-
positivi di —V + A,V — pul, )eoc—gi% ¥

Le costanti sono ottimali poiché U, ha energia [ Uy ™1 ¢ esattamente N + 1 au-

[ N
tovalori non negativi per 'operatore linearizzato (caontatl con molteplicita).

La stima bilatera del precedente Teorema rappresenta una sorta di mi-
glioramento della stima di Rozenbljum-Lieb-Cwikel (stima unilatera degli autovalori
negativi di un operatore di Schrodinger —4 + V in termini di un’opportuna norma di
Lebesgue della parte negativa V_ di V, dove le costanti non sono esplicite).

Sia S := {P € Q: limsup |u,|,, g p) = + 00 Vr > 0} insieme dei punti di blow-

N——+00

up. Abbiamo la seguente localizzazione di S in termini di V:
VV(P)=0 YPeSNQ, V(P <0 VP € SNoQ,

dove v(Q) denota la normale esterna unitaria di 022 in Q.

Ilcaso V = 1 & piu difficile e si basa su un’espansione ad ordini superiori. Il caso di
non linearita critica p = %*g, N > 3, e abbastanza differente: soluzioni u, di (P),
hanno energia illimitata ma anche l'indice di Morse illimitato per 4 — + co come

mostrato in

e M. Petralla, Non existence of bounded-Morse index solutions for a Dirichlet
problem with a large parameter, in preparazione.

Se & N+2 < p < py(N), allora m(u,) — + co per n — +oo, ove pyr,(N) & 'esponente di
J oseph e Lundgren.

2. — Simmetrie e fenomeni di “blow up”

Per condizioni di Neumann ci sono molti esempi di soluzioni che esibiscono blow-
up su insiemi di dimesione positiva, come congetturato da W.M. Ni. Per condizioni di
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Dirichlet risultati costruttivi di esistenza sono in [1]. La soluzione di “ground state”
radiale in un anello ha energia e indice di Morse molto grande e le usuali tecniche di
analisi asintotica basate sull’energia non funzionano. In [2] gli autori sviluppano un
approccio asintotico alternativo. Nel lavoro di tesi abbiamo considerato soluzioni in
una anello, invarianti rispetto all’azione di un gruppo a k—parametri G C O(N). La
principale difficolta & data dall'insieme Gy dei punti fissi sotto I'azione di G (questi
esistono sempre in dimensione dispari). Per esempio, quando V' = 1 la soluzione di
ground state ha un punto di massimo esattamente in in Gyg. Abbiamo utilizzato la
presenza di V nel caso Gy # (0. Nel caso piu semplice, sia G il gruppo delle rotazioni
nel piano {wx1,x2}. Per un potenziale G—invariante V, l'intento & stato di studiare il
comportamento asintotico delle soluzioni G—invarianti (u,,, 4,) con sup mq(u,) < oco.
La difficolta viene fuori da due possibili differenti situazioni: "

e selasuccessione di blow-up P,, di u,, € lontana da Gy o converge “lentamente” a
Gy, quando il profilo limite U risolve (P),, in R~ con indice di Morse finito;

e se P, tende a Gy non “lentamente”, allora U & una soluzione G—invariante di
(P)s, con ma(U) < + co.

Nell’ultimo caso, € necessario un risultato di classificazione come il Teorema 1 per
avere U = U,. Il Teorema 1 si puo estendere poiché le stime integrali cruciali se-
guono dalla disuguaglianza di stabilita su nUY,  una funzione radiale regolare, che &
anche G-invariante. Un’attenta analisi asintotica combinata con identita di
Pohozaev ci ha portati a formulare un teorema di classificazione del blow-up.

A partire da questi si sono dimostrati risultati pitt generali in un lavoro in pre-
parazione

e P. Esposito, M. Petralla, Symmetries and blow-up phenomena for a Dirichlet
problem with a large exponent.
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