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Disuguaglianze di Hardy-Sobolev
con resto

ADAMARIA PERROTTA

Nella tesi si affronta il problema della determinazione delle migliori costanti in
disuguaglianze di tipo Sobolev o Hardy-Sobolev in cui compare un termine aggiun-
tivo comunemente detto resto.

E noto che la disuguaglianza di Sobolev classica e data da

(1) ||v“||Lp(1[a‘\') =

dove u & una funzione dotata di derivate nel senso delle distribuzioni, con gradiente in
LP(RN ,l1<p<Nep* Npp Per la (1) sono noti il valore della migliore costante e
I'espressione delle funzioni in corrispondenza delle quali tale costante viene rag-
giunta (cfr. [G.A. Bliss, 1930], [T. Aubin, 1976], [G. Talenti, 1976]). La (1) resta valida
per ogni aperto 2 C R¥eu e Wé'p (). Lamigliore costante & ancora S(V, p) ma essa
non viene raggiunta. Cio suggerisce la possibilita di inserire un’opportuna norma
della funzione u a secondo membro della (1), generando cosi una nuova famiglia di
disuguaglianze dette disuguaglianze di Sobolev con resto.

11 primo risultato (cfr. [H. Brezis, L. Nirenberg, 1983]) migliora la (1) per p = 2
con l'aggiunta di una norma L*® di u

) [V2u|[2:—S(N, 2)2(|e]|22 > C()]ue] %,

cons < N 5. Tale risultato, generalizzabile al caso 1 <p < Ned s < N]f,p pl) ,non vale

in corrispondenza dellesponente s = Y2 pl) Questa difficolta si supera s sostltuendo
allanorma ||u||N<p D lanorma di » nello spazio delle funzioni debolmente LY (cfr [H.

Brezis, E.H. Lleb 1985])

3) IV ullze —SON, 2 |ul7> > C@)ull?

N
N=—

7 W’

. . Np-1)
dove |Ju]| o denota la norma di « nello spazio L ¥ — debole con p = 2.

Problematiche analoghe si possono porre anche per la disuguaglianza di Sobolev
generalizzata al caso di funzioni che si annullano solo su una parte di 022. In [V.G.
Maz’ja, 1986] e [P.L. Lions, F. Pacella, M. Tricarico, 1988] si dimostra I'esistenza di
una costante K(p, 2) > 0 tale che

4) IVullpy= Kp, Dljull g, Yu € VP(Q),
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dove
Vp(Q):{uer”’(Q) lu=0suly}, sep>1,

con 0 = 'y U I'1. Diversamente dalla (1), la costante K(p, Q) (4) dipende dal do-
minio; per questo motivo si introduce la classe &,, costituita da aperti 2 aventi la
stessa costante isoperimetrica relativa, e si determina il valore ottimale di K(p, 2)
per 2 € &,,. In particolare risulta

Kp, Q) > K(p, ),

con oy misura del settore unitario di RY di ampiezza «. Inoltre, poiché K(p, o) puo
essere raggiunta anche in aperti Q2 C RY, sono state stabilite delle condizioni
sufficienti affinché cio non accada (cfr. [P.L. Lions, F. Pacella, M. Tricarico, 1988],
[H. Egnell, F. Pacella, M. Tricarico, 1989], [Adimurthi, G. Mancini, 2002]). Sotto tali
condizioni in [H. Egnell, F. Pacella, M. Tricarico, 1989] si dimostra che

() IVullf, > (K (p, on)I”[ll”  +Co(DlullL.

per ogni 0 < s < (5\? I;j;’, 1<p<Neduec VP(Q). Cs(Q) & una costante positiva che
dipende solo da s ed Q e 'esponente s = (8\, )> non puo essere raggiunto.
Analoghe questioni sono state affrontate partendo dalla classica disuguaglianza

di Hardy

(6) [ivuras = (Y2 ) f :Z:ﬁ

RY

dove u € una funzione dotata di derivate nel senso delle distribuzioni, con gra-
diente in LP(RY), 1 <p < N e p* = g'& (cfr. [G. H. Hardy, 1919], [G.H. Hardy,
J.E. Littlewood, G. Polya, 1964], [J.P. Garc1a Azorero, 1. Peral Alonso, 1998]). La
costante che compare nella (6) & la migliore possibile ma non é raggiunta in alcun
caso.

In [H. Brezis, J.L. Vazquez, 1997] si dimostra che

N —2)? ¥
@ [ivutds - )f ez () Wik e Hi@)

dove Az el primo autovalore dell’operatore di Laplace nel cerchio unitario. La co-
stante A ( | Q“ ) & ottimale pur non essendo mai raggiunta in H}(£2). La (7) pud essere
poi generalizzata sia sostituendo la norma di % in L? con la norma in uno spazio L*

(cfr. [H. Brezis, J.L. Vazquez, 1997])

® [vupis - 2)f o > Cy(@) .

Q

con s < 2 sia utilizzando una norma di « in opportuni spazi di Lorentz (cfr. [N.
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Chaudhuri, M. Ramaswamy, 2001])

N
v 2’ f s c<q,a,9)( I '|Z|'adx)7
Q

2(N oc)

9) f Vuf*de -

conf<a<Zel<qg<g

Per la disuguaglianza d1 Hardy con p qualunque, in [F.Gazzola, H.C. Granau, E.
Mitidieri, 2004] si dimostra I'esistenza di una costante C(p, Q) > 0 tale che

= 2;. Il valore ottimale di C(q, «, 2) non & noto.

|ul?
(10) ![ \VulPde — (T) P dx > C(p, )ul,.

per u € W&’p (2) e 1 <p < N. Inoltre e analizzato il comportamento asintotico di
C(p, 2), ma tuttora il suo valore ottimale non e noto.

I risultati conseguiti in questa tesi si collocano in tale contesto. Si & ottenuta la
seguente stima riferendosi alla disuguaglianza di Sobolev (4) nello spazio V?(Q)

(11) IVullZe> (K@, on)] el 7 +Clullly, , Yu € V),

(cfr. [3]). Si ricordi che al secondo membro della (5) non & possibile inserire la norma
Hu||Mp L. In [3] si dimostra che I'esponente limite nella (5) viene raggiunto quando

p= 2 se lanorma HuH x e sostituita dalla norma debole ||u|| &, Per ottenere la (11)
ci si riconduce a un problema avente simmetria radiale, “mediante la nozione di
o — simmetrizzazione, e poi si adotta un’opportuna variante della tecnica utilizzata
da Brezis e Lieb.
Riguardo la disuguaglianza di Hardy, nel lavoro [1] si determinano i valori della
migliori costanti nella (9) per ¢ = 2 e nella (10) per p = 3. Nel caso della (9) si ottiene
2

_CO
C2,0,Q) = wp * —2,

"

dove wy € il primo zero della funzione

P\ R e
(12) W) — (1__)102; D

con J, funzione di Bessel di ordine zero. Per ottenere tale risultato ci si riconduce
dapprima ad un problema avente simmetria radiale, mediante la nozione di sim-
metrizzazione secondo Schwarz, e successivamente si applicano metodi del Caleolo
delle Variazioni unidimensionale. Particolarmente importante in questa seconda
fase della dimostrazione e la risoluzione dell’equazione di Eulero di un opportuno
funzionale associato alla disuguaglianza (9). La soluzione di tale equazione e fornita
infatti dalla funzione W(r) in (12).
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Sempre in [1] viene calcolato il valore ottimale di C'(3, Q) nella (10) dato da

war-(3)'

dove vy & ancora una volta il primo zero della soluzione dell’equazione di Eulero di un
opportuno funzionale associato alla (10). In questo caso tuttavia non é possibile de-
terminare l'espressione analitica della soluzione di tale equazione. Il valore della
costante vy € stato allora stimato mediante metodi numerici.

Le disuguaglianze di Sobolev ed Hardy possono anche essere viste come casi li-
mite di una disuguaglianza generale dovuta ad Egnell (cfr. [V.G. Maz’ja, 1986] [H.
Egnell, 1989])

1 N-p_
P pN+v)
[vupaz) > con| [u¥Fpra:)

RY Ry

conl <p < N,—p<v<0(da()siottiene per v = 0). Inoltre, con metodi analoghi a
quelli utilizzati da Talenti per la (1), si pué determinare I'espressione della miglior
costante C(p, v) e provare che essa e raggiunta (cfr. [H. Egnell, 1989], [T. Horiuchi,
1996].

In [2]]a disuguaglianza di Egnell viene ricavata attraverso una disuguaglianza di
tipo Egnell con resto, che lega la norma L” pesata di % alla sua norma LP — debole,
cioé

pp+v) P(N+v) pN+v)

‘?'w JIVaulll,> AN, p)llullpmo‘ LABAN )l

[

con A(N, p) e B(N, p) costanti opportune.
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