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I problemi dipendenti dal tempo che sono frequentemente modellati da equazioni
alle derivate parziali di tipo iperbolico possono essere trattati con il metodo delle
equazioni integrali di contorno (Boundary Integral Equations). La situazione ideale
siritrova quando si & in presenza di un’equazione alle derivate parziali omogenea con
coefficienti costanti, condizioni iniziali nulle e dati assegnati solo sul contorno di un
dominio indipendente dal tempo. In questa situazione la trasformazione del pro-
blema in un’equazione integrale segue il procedimento gia noto per i problemi al
contorno di tipo ellittico: la soluzione del problema differenziale si rappresenta in
termini di potenziali a singolo e doppio strato usando la soluzione dell’operatore
differenziale iperbolico e le relazioni di salto.

Esistono tuttavia specifiche difficolta associate all’aggiunta della dimensione
temporale: tralasciando le difficolta pratiche relative ad un incremento della com-
plessita dovuto ad una dimensione in piti, possono apparire nuovi problemi di in-
stabilita [4]. Nel caso transiente a causa dell’assenza di ellitticita, risulta complesso
fare un’analisi della stabilita per cui, in letteratura, i risultati teorici disponibili sono
scarsi.

Per quanto riguarda la discretizzazione delle BIE, il metodo degli elementi al
contorno (Boundary Element Method) e stato applicato con suceesso in molti ambiti
che spaziano dalla propagazione di onde elettromagnetiche, alla riproduzione di onde
acustiche dipendenti dal tempo, alla elastodinamica lineare, alla fluidodinamica, ete.
I vantaggi di questo metodo rispetto agli approcci che considerano I'intero dominio
del problema sono la riduzione di dimensione, la naturale imposizione delle condi-
zioni di radiazione all’'infinito, la considerazione di un dominio esterno illimitato ad un
contorno limitato, la notevole accuratezza raggiungibile e il semplice pre- e post-
processing dei dati in input e output.

Nel caso di problemi iperbolici con dati iniziali e di contorno, si possono di-
stinguere tre metodologie di applicazione del metodo BIE: metodi che utilizzano la
trasformata di Laplace, metodi di tipo time-stepping e metodi che esprimono le
equazioni integrali direttamente nel dominio spazio-tempo. Per una piti ampia bi-
bliografia sull’argomento si puo far riferimento a [6].

L’applicazione della tecnica Galerkin sia in spazio che in tempo e stata attuata da
diversi autori ma, in questa direzione, solo la formulazione debole di Bamberger e Ha
Duong [3, 5] fornisce risultati autentici. Nei loro articoli si dimostra che le BIE con
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potenziale ritardato sono ben definite e che le approssimazioni ottenute attraverso la
tecnica BEM sono stabili grazie alla proprieta di coercivita di un’appropriata forma
quadratica strettamente legata al funzionale energia dell’equazione delle onde. 11
loro approccio e I'analisi della stabilita passano attraverso la trasformazione del
problema nel dominio delle frequenze con I'utilizzo delle corrispondenti stime per la
stabilita dei metodi BIE per i problemi ellittici.

Lo scopo di questa tesi e sviluppare un’efficiente procedura per 'applicazione
della tecnica BEM a problemi scalari delle onde dipendenti dal tempo, ana-
lizzando la proprieta di coercivita del funzionale energia associato ed evitando
che lanalisi avvenga nel dominio delle frequenze. Questo risulta essere di
grande interesse sia dal punto di vista teorico che dal punto di vista numerico.
Infatti, una formulazione basata su un’analisi diretta nel tempo del funzionale
energia dovrebbe fornire, anche per problemi multidimensionali, un’alternativa
effettiva a quella proposta in [3], in cui il passaggio a frequenze complesse
conduce a costanti di stabilita che crescono esponenzialmente in tempo, come
osservato in [6].

Nella prima parte della tesi ho richiamato le proprieta analitiche del problema
differenziale di partenza costituito dall’equazione scalare delle onde dipendente dal
tempo in un dominio 2 con condizioni iniziali omogenee e condizioni di Dirichlet gp
e/o Neumann gy sul contorno I" di Q:

up(x,t) — Aux,t) =0, xe,te0,T)
u(x,0) = w(x,0) =0, xen
u(x,t) = gp(x,1), (x,0) € '’ x [0, 7]

é%“(x, H=gvx,t), b el™ x[0,T]

A questo punto sono state raccolte varie possibili riformulazioni, attraverso
equazioni integrali di contorno a potenziale ritardato con densita incognite di-
pendenti dal tempo, da poter utilizzare nella formulazione debole del problema
differenziale.

La tecnica utilizzata da Bamberger e Ha Duong per trovare la formulazione
debole e dimostrarne la stabilita puo essere riassunta nei seguenti punti: tra-
sformata di Fourier-Laplace nella variabile temporale del problema diffe-
renziale; stime uniformi del corrispondente problema di Helmholtz rispetto alle
frequenze complesse; applicazione del teorema di Paley-Wiener e dell'ugua-
glianza di Parseval. In particolare quest’ultimo passaggio produce una formu-
lazione debole nel dominio spazio-tempo strettamente legata al funzionale
energia dell’equazione delle onde, la cui forma quadratica associata risulta es-
sere coerciva rispetto ad una norma in uno spazio di Sobolev opportunamente
pesato.
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11 passaggio a frequenze complesse puo tuttavia essere evitato sfruttando la re-
lazione del flusso di energia

% (%u? +%|Vu|2) -V (wVu) =0,
che permette di dedurre un’opportuna formulazione debole per i problemi integrali
con una naturale forma quadratica.

Per opportune geometrie del contorno e grazie alla velocita finita di propagazione
dell’onda, la radice quadrata dell’energia definisce una norma attraverso cui stu-
diare le proprieta di continuita e coercivita del funzionale energetico per verificare la
stabilita della successiva approssimazione alla Galerkin.

Per il semplice caso di problemi in domini monodimensionali, precise stime di
continuitd e coercivitd in L? sono state presentate per ogni tipo di condizioni al
contorno imposte e si puo concludere che sono stati trovati schemi incondizionata-
mente stabili.

Considerando I'estensione a problemi in domini bidimensionali, non ci sono dif-
ficolta riguardanti la continuita ma, relativamente alla coercivita, sono stati ottenuti
solo risultati parziali, attraverso la trasformata di Fourier, con riferimento ad un
contorno rappresentato da un ostacolo piatto. D’altra parte I'analisi teorica della
formulazione debole energetica presentata ha la sua naturale controparte nel con-
testo di domini tridimensionali: infatti questi risultati teorici possono essere estesi
senza modifiche ad ogni dimensione spaziale > 3.

Inoltre con la formulazione energetica, sono state effettuate diverse simulazioni
numeriche (in domini sia monodimensionali sia bidimensionali) che sono risultate
piuttosto interessanti nel confronto con le altre ritrovate in letteratura: nel proce-
dimento energetico non si presentano mai i tipici fenomeni di instabilita.

Questi risultati numerici sono stati ottenuti utilizzando una discretizzazione alla
Galerkin del problema in forma debole energetica.

Rappresentando la soluzione approssimata del problema integrale con funzioni
polinomiali a tratti nel dominio spazio-tempo, la tecnica “element by element” ap-
plicata genera un sistema lineare con matrice triangolare inferiore a blocchi di tipo
Toeplitz risolvibile con appropriata accuratezza senza elevati costi computazionali.

L’'implementazione di questa procedura implica, nel calcolo degli elementi della
matrice, un’integrazione analitica doppia in tempo e poi I'integrazione numerica degli
integrali singolari nelle variabili spaziali con diverse problematiche concernenti la loro
approssimazione. Quindi & stato necessario sviluppare adeguati schemi di quadratura
per poter raggiungere una precisione di calcolo soddisfacente. In particolare alcune
formule di quadratura illustrate in [1], gia testate nei problemi ellittici, sono state ac-
coppiate ad una tecnica di regolarizzazione dopo un’attenta suddivisione del dominio di
integrazione dovuta alla presenza delle funzione di Heaviside nei nuclei degli integrali.

Risultati numerici sono presenti in tutta la tesi e, ove possibile, confrontati con
quelli presenti in letteratura.
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