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Alcune proprieta della funzione di Mobius nel reticolo
dei sottogruppi dei gruppi Alterni e Simmetrici

VALENTINA COLOMBO

Nellavoro di tesi ci siamo occupati di analizzare alcune proprieta della funzione di
Mobius x definita nel reticolo dei sottogruppi di un gruppo finito; in particolare
abbiamo considerato i gruppi Alterni e Simmetrici. Si sono ottenuti risultati ri-
guardanti due distinti problemi.

1. — Primo problema

Sia G un gruppo profinito finitamente generato; definiamo la funzione di Mobius
1(H,G) nel reticolo dei sottogruppi aperti di G in questo modo: u(G,G)=1 e

> wK,G) =0se H < G. In[4] Mann ha proposto di studiare le seguenti questioni:
K>H

1) Quali sono i gruppi per cui |u(H, G)| cresce polinomialmente in termini dell'in-
dice di H?

2) Quali sono i gruppi per cui il numero b,(G) dei sottogruppi H di indice », tali
che u(H, G) # 0, cresce al massimo polinomialmente in %?

L’interesse per questi quesiti & legato allo studio della funzione P (), che esprime la
probabilita che t elementi di G scelti a caso generino topologicamente G (la probabilita
viene definita mediante la misura di Haar normalizzata su G). Come e stato provato da
Mann in [4],1 gruppi periquali |u(H, G)| e b,(G) crescono polinomialmente, in termini
rispettivamente di |G : H| e n, sono quelli per i quali la somma infinita

WH,G)
Z |G : H

H<,G

¢ assolutamente convergente in qualche semipiano del piano complesso. Quando cio
si verifica, questa somma infinita rappresenta, nel dominio di convergenza, una
funzione analitica che assume precisamente il valore Pg(t) per ogni intero positivo ¢
grande abbastanza. Poiché (M, G) = —1, per ogni sottogruppo massimale M di G, si
ottiene m,,(G) < b,(G) (dove m,(G) denota il numero dei sottogruppi massimali di G
di indice n). In particolare, se b,(G) cresce polinomialmente, allora G ha crescita
polinomiale per i sottogruppi massimali (PMSG). Un risultato di Mann e Shalev ([5])
identifica i gruppi PMSG con i gruppi positivamente finitamente generati (PFG),
cioé tali che Pg;(t) > 0 per qualche scelta di ¢t. Mann ha dunque congetturato la va-
lidita di una sorta di proposizione inversa:
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Congettura 1 (Mann). Se G e un gruppo PFG, allora |u(H,G)| & limitato polino-
mialmente in |G : H|, e b,(G) ha crescita al massimo polinomiale in #.

Sia A(G) l'insieme dei gruppi monolitici finiti con zoccolo non abeliano, che sono
immagini epimorfe di G; per ogni L € A(G) denotiamo con X7, il gruppo almost simple
associato a L, e con b}(Xy) il numero dei sottogruppi K di X, con |Xj, : K| =,
KsocX;, = X, e u(K, X;,) # 0. Recentemente Lucchini ha dimostrato che per stabi-
lire se un gruppo PFG soddisfi o meno la congettura di Mann, e sufficiente studiare il
comportamento della funzione di Moébius dei gruppi almost simple associati agli
elementi di A(G). Piu precisamente, ha provato il seguente enunciato ([2]): esistono
due costanti y; e y, tali che b,(G) < e |[W(H,G)| < |G : H|”?, per ogni n € N e per
ogni sottogruppo aperto H di G, se e solo se esistono due costanti ¢; e cp tali che
bi(XL) <n% e |wY,X,)| <|XL:Y|? per ogni Le AG), ogni n €N ed ogni
Y < Xj, con YsoeX;, = X,

Pertanto la congettura di Mann é vera se vale la seguente:

Congettura 2 (Lucchini). Esistono due costanti c¢; e cg tali che per ogni gruppo
almost simple finito X si ha: b} (X) < n® per ognin € N, e |u(Y,X)| < |X : Y|" per
ogni Y < X con YsoeX = X.

Si e dimostrato che questa congettura é vera per tuttii gruppi Alterni e Simmetrici:

TEOREMA 1. — E'siste una costante o tale che per ogni n €N, se
G € {Alt(n),Sym(n)} e m € N, allora b,(G) < m*.

TEOREMA 2. — Esiste una costante [ tale che per ogni nel, se
G € {Alt(n),Symn)} e H < G, allora |u(H,G)| < |G : H|ﬂ.

Strumento fondamentale nelle dimostrazioni di questi teoremi & il teorema di
chiusura di Crapo. Come conseguenza di tale teorema, risulta che se G & un gruppo di
permutazione transitivo su un insieme I, al fine di limitare superiormente il numero
dei sottogruppi H con u(H,G) # 0, e di stimare |u(H, G)|, e sufficiente ottenere:

1) limiti simili per il particolare caso in cui H sia transitivo;

2) stime sul numero dei sottogruppi di G che sono massimali rispetto alla proprieta
di avere un certo insieme di orbite (sottogruppi /"-chiusi), e limiti sul numero di
orbite di un sottogruppo I"-chiuso H, in termini dell'indice |G : H|.

Quando G € {Alt(n), Sym(n)}, il punto 2) e facile, poiché un sottogruppo chiuso e

coniugato a (Sym(n;) x --- x Sym(n,)) N G, con ny + n, = n. Il punto 1) puo essere

risolto considerando I'azione di G sull'insieme 4,, = {(a,0)|1 < a,b <n, a # b}. In

tal modo e sufficiente avere informazioni sul numero di Mobius dei sottogruppi 4,,-

transitivi di G (ma questi sono precisamente i sottogruppi 2-transitivi di ), e cal-

colare quanti sottogruppi transitivi di G sono 4,,-chiusi.
Si e inoltre dimostrato che il limite sul numero di Mobius di un sottogruppo H

(Teorema 2) puo essere migliorato se G € {Alt(p), Sym(p)}, con p un primo “buono”;

infatti vale il seguente teorema.
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TEOREMA 3. — Supponiamo p primo, con p # 11,23 e p # (¢* — 1)/(q — 1), per
ogni coppia di numert naturali (q,d), con q potenza di primo e q >4 sed =2. Se
G € {Alt(p), Sym(p)} e H < G, allora |w(H,G)| < |G : H|.

11 risultato del Teorema 3 non vale per un generico grado # € IN; ma ci induce a
formulare la seguente congettura:

Congettura 3. Esiste una costante y tale che Vn € N, se G € {Alt(n), Sym(n)} e

H < @G, allora
WH, G| <y-|G: H|

2. — Secondo problema

Consideriamo ora un problema riguardante la funzione zeta probabilistica di un
gruppo finito. Sia G un gruppo finito; denotiamo con Pg(t) la probabilita che ¢ ele-
menti di G, scelti a caso, generino G stesso. La funzione intera Pg;(t) e interpolata da
una funzione complessa Pg(s), definita come:

PG(S) — Z ﬂ(HaG)

s
|G:H|=n

Chiamiamo funzione zeta probabilistica di G l'inverso moltiplicativo della funzione
P (s). Inun recente lavoro (siveda [3]), Lucchini e Massa hanno provato che esistono
espliciti criteri per stabilire se un gruppo quoziente G /Frat(G) sia o meno isomorfo
ad Alt(n) (con n > 5) conoscendo solo i coefficienti di Pg(s). Utilizzando questi ri-
sultati, sono poi stati in grado di dimostrare che se Pg(s) = Pgymu)(s) (n > 5), allora o
G/Frat(G) = Sym(n) oppure G/Frat(G) = Alt(r) x Cs. Ci occupiamo di determi-
nare quali valori di » soddisfino la seguente equazione:

@ Psymon)(8) = Patnyx,(8) = Paten)(8) - P, (s)

Equivalente a stabilire quando valga: Pgym), alt)(S) = Paito(s). Molti autori hanno
studiato questo problema e, usando GAP, si conoscono gia i valori di %, pit piccoli di
12, che soddisfano l'uguaglianza (1). Boston e Mann in [1] hanno formulato la se-
guente congettura:

Congettura 4 (Boston, Mann). La validita di (1), per n > 5, riflette la non esistenza
di sottogruppi massimali di Alt(n) che coincidano col loro normalizzante in Sym(#n).

Si verifica che questa congettura vale quando » € primo. Infatti se p € un primo
“buono” (cioé Sym(p) non contiene alcun sottogruppo transitivo di tipo almost sim-
ple) proviamo il seguente:

TEOREMA 4. — Sia p > 5 primo, p # 11,23 e p # (¢ — 1)/(q — 1). Allora

Psymp), attp)(8) = Pate(p)(9).
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Altrimenti Alt(p) possiede qualche sottogruppo massimale che coincide col suo
normalizzante in Sym(p); in tali casi proviamo il seguente teorema:

TEOREMA 5. — Se p =11, p =23 0p = (¢ —1)/(g — 1) > 5, allora
P Sym(p),Alt(p)(S) #P Alt(p)(8)~

Nelle dimostrazioni di questi teoremi usiamo spesso la formula esprimente la dif-
ferenza tra Pgym), alm)(S) € Paiw)(s); da questa formula si possono derivare alcune
condizioni sufficienti (ma non necessarie) a garantire Pgym ). Atn)(S) = Pat(9)-

La congettura di Boston e Mann non & vera in generale per n > 5: ad esempio
quando n = 21 o n = 62 la congettura non vale. Non e facile stabilire se Sym(n)
soddisfi o0 meno tale congettura. In particolare e molto difficile studiare le interse-
zioni fra i sottogruppi imprimitivi: & possibile, ad esempio, che I'intersezione di aleuni
(persino due) sottogruppi massimali imprimitivi di Sym(n) sia gia contenuta in Alt(n)
(el caso di n = 21), e questo fatto potrebbe far fallire la congettura.

Concludiamo presentando una questione tuttora non risolta. Consideriamo i gruppi
Simmetrici Sym(n) che non contengono alcun sottogruppo proprio primitivo, diverso
da Alt(r). E noto che la famiglia 7 di questi gruppi ha densita 1 nell'insieme di tutti i
gruppi Simmetrici. E naturale chiedersi se Sym(n) € F soddisfi o meno la congettura di
Boston e Mann, e se tutti i gruppi Simmetrici in F abbiano lo stesso comportamento.
Non abbiamo ancora ottenuto una risposta a questa domanda. La possibilita di espri-
mere sottogruppi del gruppo Alterno come intersezione di due (o pit) sottogruppi
massimali imprimitivi del gruppo Simmetrico, potrebbe implicare I'esistenza di un
controesempio alla congettura anche trai gruppi di 7. Siamo perd inclini a pensare che,
se tale controesempio esiste, il grado debba essere scelto piuttosto grande.
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