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Equazioni ellittiche bistabili con diffusione frazionaria

ELEONORA CINTI

L’oggetto di questa tesi riguarda lo studio della seguente equazione nonlineare
frazionaria:

(1) (—Du=f(w) in R", 0<s<l.

Le potenze frazionarie del Laplaciano sono operatori nonlocali e corrispondono a
processi di Lévy stabili. Essi compaiono tipicamente in fenomeni di diffusione ano-
mala in fisica e in biologia; inoltre rivestono particolare interesse in finanza mate-
matica, in problemi di reazioni chimiche nei liquidi e di dinamica delle popolazioni.
Recentemente le potenze frazionarie del Laplaciano sono state oggetto di interesse
nel campo dell’analisi nonlineare e in un articolo del 2006 Caffarelli e Silvestre [5] ne
hanno dato una nuova formulazione locale. Piti precisamente, essi hanno provato che
u e soluzione del problema (1) se e solo

div(Z"#Ve) =0 in R = {(x,) e R"" :x € R", 2> 0},
2) v(,0) = u on R" = gR"*,
)7 Eow =f() onR"=oR".

In questa tesi trattiamo il problema nonlocale (1), sempre prendendo in considera-
zione la sua formulazione locale associata (2).

I risultati principali di questa tesi sono legati alla seguente congettura di De
Giorgi per equazioni ellittiche non lineari:

Congettura di De Giorgi:
Siau : R" — (—1,1) una soluzione C* su tutto R" dell’equazione semilineare:

(3) M= —u

e che soddisfa la condizione di monotonia u,, > 0in R".

Allora gli insiemi di livello {u = s} sono iperpiani, almeno per n < 8 o equiva-
lentemente esiste wuna funzione ¢g:R — R e un vettore a € R" tali che
u(@x) = gla - x).

Se u soddisfa tale proprieta, cioé & funzione di una sola variabile Euclidea, diremo
che % & unidimensionale, o ha simmetria 1-D.

Tale congettura e stata provata in dimensione # = 2 da Ghoussoub e Gui nel 1998,
in dimensione n» = 3 da Ambrosio e Cabré nel 2000 e per 4 < n < 8 con un’ipotesi
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aggiuntiva sui limiti della soluzione per x, — + oo, da Savin nel 2009. Un con-
troesempio in dimensioni % > 9 & stato recentemente annunciato da Del Pino,
Kowalezyk e Wei.

II mio lavoro di ricerca e legato all’analogo della congettura di De Giorgi per
l'equazione frazionaria (1).

In dimensione n = 2 e per s = 1/2, tale risultato sul carattere unidimensionale
delle soluzioni monotone e stato provato da Cabré e Sola-Morales nel 2005 [3].
Inoltre, sempre in dimensione n = 2, per tutte le potenze frazionarie del Laplaciano
0 < s < 1 éstato provato recentemente da Cabré e Sire [1, 2] e da Sire e Valdinoci [6].
Rimaneva dunque aperto il problema in dimensione 7 > 2.

11 risultato principale di questa tesi e il seguente teorema che stabilisce la sim-
metria unidimensionale per soluzioni monotone e soluzioni minimizzanti del pro-
blema (1) in dimensione n = 3.

TEOREMA 1. — Sia n =3¢ 1/2 <s < 1. Sia f una funzione di classe C'* con
0 < f < 1. Sia u una soluzione minimizzante o una soluzione monotona in una
direzione (per esempio uy, > 0) per il problema (1) in R3. Allora u dipende da una
sola variabile Euclidea.

La prova di tale Teorema usa un metodo sviluppato da Berestycki, Caffarelli e
Nirenberg, in uno dei loro lavori sulle proprieta qualitative di soluzioni di equazioni
ellittiche semilineari. Gli ingredienti principali della dimostrazione sono la stabilita
delle soluzioni e una stima dell’energia. Ricordiamo che soluzioni monotone e mini-
mizzanti sono stabili; le difficolta principali risiedono nella prova della stima del-
I'energia.

Il seguente Teorema stabilisce una stima ottima dell’energia per soluzioni mi-
nimizzanti e gioca un ruolo cruciale nella prova della simmetria 1-D.

TEOREMA 2. — Sia f una funzione di classe C** con 0 < f < 1. Sia u una solu-
zione minimizzante per il problema (1). Sia v lestensione di u soluzione del pro-
blema (2) in R",

Allora, per ogni R > 2

f %ﬂ*?ﬂwﬁdxdz + f Gw)dx < CR"%, per 0 <s<1/2,
Cr Bp

f% |VoPdad +fG(v)dac < CR"'logR, per s=1/2,
CR BR

f %/11*28|Vv|2dxdi n f Gw)dx < CR™™, per 1/2 <s <1,
Cp Bgr
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dove By, ¢ la palla di raggio R centrata in 0 in R”, Cr = Bg x (0,R) ¢ C é una co-
stante positiva che dipende solo da n, s, || flc1, € [|%]|f~qzr)-

Per dedurre la simmetria unidimenisonale delle soluzioni, necessitiamo la stima
dell’energia R?log R. Questa & la ragione per la quale si riesce a dimostrare 'analogo
della congettura di De Giorgi in dimensione % = 3 solo per le potenze 1/2 < s < 1;
quando s é piut piccola di 1/2, 'energia e troppo grande per poter applicare il metodo
di Berestycki, Caffarelli e Nirenberg.

Nella seconda parte della tesi, si considera invece un problema legato alla pos-
sibilita di trovare un controesempio all’analogo della congettura di De Giorgi per
I'equzione (1) con s = 1/2, in dimensioni » > 8. In particolare si studiano I'esistenza e
alcune proprieta qualitative di un tipo particolare di soluzioni, chiamate soluzioni
sella. Tali soluzioni hanno la caratteristica di essere pari rispetto agli assi coordinati
e dispari rispetto al cono di Simon, che & definito come segue:

per n = 2m il cono di Simon C & dato da
C={xeR" af . . +of =a?  +..+2%,}

Tale cono ha curvatura media nulla in ogni punto diverso dall’origine in ogni di-
mensione 2m > 2 ed € un minimizzante del funzionale area in dimensione 2m > 8. Lo
studio di tali soluzioni tipo sella per il problema locale —A4u = f(u), si trova in un
lavoro di Cabré e Terra [4].

Piu precisamente i risultati ottenuti in questa tesi riguardano il comportamento
asintotico di tali soluzioni, 'esistenza di una soluzione massimale e sue proprieta di
monotonia. Il risultato principale é il seguente teorema, che stabilisce l’insltabilité

delle soluzioni tipo sella in dimensioni 2m = 4 e 2m = 6. Poniamo G(u) := f f
u

TEOREMA 3. — Supponiamo che f soddisfi le tre sequenti ipotesi
(H1) f e dispari;
(4) (H2) G(£1)=0 mR, G>0in(—-1,1);
(H3) f(u)/u ¢ decrescente in (0,1).

Allora ogni soluzione tipo sella del problema (1) é instabile in dimensione 2m =4 e
2m = 6.

Siamo interessati in particolare allo studio della stabilita delle soluzioni tipo
sella in quanto, se si riuscisse a provare che esse sono soluzioni minimizzanti
in dimensione 7 > 8, si avrebbe un controesempio alla congettura di De Giorgi
per il problema frazionario. Provare che sono minimizzanti € un problema
piuttosto difficile e un primo passo in questa direzione risiede nello studio
della stabilita.
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