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Omeomorfismi con distorsione finita
ed applicazioni alla I'-convergenza

COSTANTINO CAPOZZOLI

Nel corso degli ultimi anni e stato di grande interesse cercare proprieta di
omeomorfismi che valgono anche per le mappe inverse.

Un primo risultato in questa direzione e contenuto in un lavoro di S. Hencl e P.
Koskela del 2006 ed afferma che se Q e Q' sono domini di R® e se f: @ 2% Q' & un
omeomorfismo appartenente allo spazio di Sobolev WI{)’S(Q, R?) e il gradiente Df si
annulla in quasi ogni punto in cui si annulla lo Jacobiano J; di f, allora anche
fle Wlloc1 (@', R?) eil gradiente Df ! si annulla in quasi ogni punto in cui si annullalo
Jacobiano Jy di 2.

Un altro risultato riguarda le funzioni distorsioni di un omeomorfismo f e della
sua inversa f ~I. Al fine di enunciarlo & necessario richiamare alcune nozioni.

Sia Q un dominio di Rz, un omeomorfismo f € Wl’l(Q, 1R?) ha distorsione finita se

loc
esiste una funzione misurabile K(z) > 1, finita quasi ovunque, tale che

IDf @) < K(2)J;(2) per q.o.z € &,

in particolare tale funzione K é detta distorsione dif. La piu piceola di tali distorsioni
si denota con Ky ed e chiamata funzione distorsione di f.

Siprova che se f ¢ K-quasiconforme, cioe Ky € L>(Q2) e K¢(2) < K per q.0.z € Q,
allora anche /™' & K-quasiconforme, cioé K;1 € L>(Q') e Kp1(w) < K per q.o.
w € . Una dimostrazione di tale risultato & contenuta nel libro di K. Astala, T.
Iwaniee, G. Martin: “Elliptic partial differential equations and quasiconformal
mappings in the plane”.

Dato un omeomorfismo f € Wlloé (2, R?) con distorsione finita, si pone il problema
di stabilire, sempre che esista, quale altro spazio funzionale si comporta come L per
Kf e Kfq . X

Si ricordi che se Ky € EXP, cioe se esiste un 4 > 0 tale che feTf < 00, allora non
solo Ky puo non appartenere allo spazio EXP, ma puo anche non essere integrabile.

La prima parte della tesi si colloca in tale contesto ed e dedicata allo studio del-
l'integrabilita della funzione distorsione K;-1 della mappa inversa f -1 di un omeo-
morfismo f avente distorsione finita.

Denotando con Hom(Q, ') I'insieme di tutti gli omeomorfismi tra i domini Q2 e Q'
di Rz, siprova (cfr. [3]) chese f € Wﬁ)’cl (Q, R®H N Hom(Q, Q') ha distorsione finita e la
sua funzione distorsione Ky € EXP soddisfa la condizione

distgxp(Kr, L™) < 1,
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allora
K1 € Li (Q).
Inoltre, si mostra che questorisultato e ottimale nel senso che la conclusione fallisce se
distgxp(Kr, L™) = 1.
Poi si prova che se Ky € EXP soddisfa la condizione piu generale
distgxp(Kr, L>) = 4 per qualche 1> 0,
allora

, 1
Ko e LD (@) Vpe <O§>

Dopo si dimostra che se Ky € EXP e tale che
distgxp(Ky, L>) = 0,

allora
Ky () Lh (@)

loc
p>1
In altri termini, denotando con exp la chiusura di L> in EXP, si fa vedere che se
Ky € exp allora Ky € LP per ogni p > 1. Si osservi inoltre che, sotto I'ipotesi ag-
giuntiva Jy € L™, lo spazio exp € proprio quello che si comporta come L per K; e
K;-1. Tale ipotesi assicura infatti che se Ky € exp allora anche K, € exp (cio di-
scende dall’ultima condizione sufficiente per I'integrabilita di K e dalla formula
della distanza in EXP di una funzione esponenzialmente integrabile da L> contenuta
in un lavoro di M. Carozza e C. Sbordone del 1997).

Successivamente sono stati analizzati risultati di continuita debole per 'operatore
Jacobiano. Sia Q un insieme aperto limitato di R? e siano fe = (ug,vp) e f = (u,v)
mappe appartenenti allo spazio di Sobolev W12(Q, R?). E noto che se la successione
di Jacobiani J;, converge alla misura u nel senso delle misure e

u, — u debolmente in W'?(Q) v, — v debolmente in W'?(Q)
per qualche p > 4/3, allora
(1) du=Jrdz.

Questo risultato e ottimale nel senso che non é valido per p = 4/3 (cfr. [Dacorogna B.,
Murat F., 1992]). D’altra parte, anche facendo ipotesi diverse sulle due componenti di
fi ef, vale a dire assumendo che

u, — u debolmente in W'(Q) vy — v debolmente in W'?(Q)

allora la misura limite x puo6 non essere lo Jacobiano J; di f (cfr. [Briane M., Casado
Diaz J., Murat F., 2009]).
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Al contrario si prova (cfr. [1]) che se
uy — w debolmente in W"*(2) vp — v debolmente in W'#(Q)

per qualche o € (1,2), oppure se

1/2

i — u debolmente in WiLeg " L(Q) vy — v debolmente in WH2(Q),

allora la (1) e vera.

Un’altra problematica affrontata & stata quella di estendere alla topologia
a(L', L>) un risultato classico di G-convergenza uni-dimensionale relativo alla to-
pologia (>, L1). Pill precisamente, si prova (cfr. [2]) che se a; =a;(x)(j=1,2,...)
e a = a(x) sono funzioni non-negative appartenenti allo spazio di Lebesgue L'(0, 1),
p>1, a;l/ ?D & una successione limitata in L(0,1) ed equi-integrabile e
a € LY(0,1), allora la successione degli operatori non-uniformemente ellittici del tipo
d["?d
de| da

A=—2 (aj(m

G-converge all’'operatore

se e solo se

ajfl/(pfl) — o Y@= debolmente in L0, 1).

Infine, I'ultima parte della tesi & dedicata allo studio di un opportuna proprieta di
continuita del seguente operatore

feF—-Arc A
dove
F = {f e W-X (@, R®) n Hom(Q, Q') | f ha distorsione finita K € EXP(Q)}

loc

A={A:Q - R¥|A=A"det A=1q.o0.in Qe A soddisfa la (2)}

2
@) L < 4668 < KL per qo.2€ V¢ € B

e Ay e la matrice dei coefficienti dell’operatore di Laplace-Beltrami associata a f.
Pili precisamente si prova (cfr. [4]) che se 2 e ' sono domini limitati di RZ, con Q2
sufficientemente regolare, se {fj} C WIIO’CI(Q, R?) & una successione di omeomorfi-
smi di Q su Q' aventi distorsione finita K; tali che

Kj(z) .
f T dz <cy VjeEN,
Q
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per qualche 1 € (0,1/2) e ¢y > 0 e se
fi —f debolmente in W“(Q, RZ),

loc

dove f & anch’esso un omeomorfismo di 2 su €', allora f ha distorsione finita, la sua
funzione distorsione Ky soddisfa anch’essa la condizione

Kf<z)
f e7 dz<cy

Q

Ay I'-converge a Ay in Wi leL(@),

Il primo a provare un risultato relativo alla convergenza delle matrici dei coef-
ficienti dell’operatore di Laplace-Beltrami e stato S. Spagnolo nel 1976, prendendo in
considerazione il caso particolare delle mappe K-quasiregolari, cioe

Ki(z) <K per q.0.z€ Q,Vje N.

Pit tardi, nel 1987, questo stesso risultato & stato generalizzato al caso n-di-
mensionale da P. Donato e R. De Arcangelis. Nel 2000 si e ritornati al caso bi-di-
mensionale con M. Formica, la quale fa un ipotesi con pit alto grado di integrabilita
esponenziale, precisamente

K7-(z) o
fe('T) dz <c¢y VjeEN,
Q

per qualche o > 1, 4 > 0 and ¢y > 0. Per provare il nostro teorema si fa uso di un
risultato di regolarita ottimale per il gradiente di mappe aventi distorsione espo-
nenzialmente integrabili ottenuto combinando un risultato dovuto a K. Astala, J. Gill,
S. Rohde e E. Saksman del 2008 con un altro dovuto a T. Iwaniec, P. Koskela, G.
Martin e C. Sbordone del 2003.
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