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Concentrazione e comportamento asintotico delle soluzioni di
alcuni problemi misti singolarmente perturbati

Luict MONTORO

L’obiettivo del lavoro svolto nella tesi & analizzare alcune equazioni ellittiche che
sono perturbate in natura. Il problema é stato studiato utilizzando due strumenti:

(7) metodi perturbativi - (17) metodi variazionali.

In particolare, ci si e interessati allo studio del seguente problema perturbato con
condizioni miste:

—EM+u=uP in Q;
(P,) %:Oon OvQ; u=0ondpQ;

u >0 in Q,

N .. 3 n+ 2 .
dove Q & un dominio regolare contenuto in R", p € <l’n+2>’ & € un parametro

positivo sufficientemente piccolo e Oy Q, IpL2 sono due sottoinsiemi della frontiera di
Q tale che l'unione delle loro chiusure coincide con I'intero bordo. I problemi con
condizioni miste appaiono in diverse situazioni fisiche: le applicazioni pitt comuni si
trovano in dinamica delle popolazioni, nella conduzione non lineare di calore e nei
sistemi di reazione-diffusione.

Questo tipo di problema, con condizioni solo di Neumann o solo di Dirichlet, e
stato studiato in letteratura da autori come W.M.Ni, I.Takagi, J.Wei, P.L. Felmer,
M. Del Pino, solo per ricordare i pitt importanti. In letteratura esistono vari risultati
concernenti problemi perturbati con condizioni di Neumann o condizioni di Dirichlet,
e precisamente

—&Mut+u=ul inQ; —EM+u=ul inQ;

(N.) ? =0 on Iy Q; (D) u=0 on dpQ;
v
w>0 in Q u >0 in Q.

Le soluzioni u, dei problemi sopra elencati si comportano come uno scaling della
soluzione U di

(1) —AU+U=0U0" inR" (oin R} ={(x,...,x,) € R" : &, > 0}),
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ie.u(x) ~U (90 _F Q), dove Q & un punto appartenente a Q. La scelta del dominio

dipende dalla locazione di @, se allinterno di Q o sul bordo. In quest ‘ultimo caso,

Q € 02, vengono imposte condizioni di Neumann. Se p < il problema (1)

_|_

-2’
ammette soluzioni positive radiali che decadono esponenz1almente ad infinito. Le
soluzioni di (P,) che ereditano tale profilo sono chiamate spike layers poiché sono
altamente concentrate vicino a qualche punto di Q.

Come noto in letteratura, le spike layers soluzioni di (V,) si concentrano sul bordo
di Q vicino a punti critici della curvatura media di 9Q, mentre per quel che riguarda
(D), le spike layers di minima energia si concentrano all'interno del dominio, in punti
che massimizzano la distanza dal bordo.

Nel lavoro di tesi svolto, ci si & interessati all’analisi delle spike layers che si
concentrano al bordo per il problema misto (PS).

Si applica in primo luogo un approccio perturbativo: I'idea & quella di ottenere due
effetti che si compensano derivanti dalle condizioni di Neumann e di Dirichlet. Pit
precisamente, chiamando Z g 'intersezione delle chiusure di 92 e 9y 2 e assumendo
che il gradiente della curvatura media VH|;  punti verso dpQ, una spike layer
centrata su Q2 sara spinta verso Z, da VH e sararespinta da 7 dalla condizione di
Dirichlet. La strategia usata nella prova si basa su una riduzione finito-dimensionale.
Si cerca prima una varieta Z di soluzioni approssimate del problema dato, che nel

caso studiato nella tesi sono della forma U G (x — Q)), e poi si risolve 'equazione a

meno di un vettore parallelo al piano tangente a Z.

TEOREMA 1 [1]. — Sia Q CR", n>2 wun dominio regolare e limitato e
2 . . .
1<p< 2—1_2 (1 < p <+ o0 sen =2). Supponiamo che OpQ, I\ stano sotto-in-

stemi disgiunti di 0Q tale che l'unione delle loro chiusure sia lintero bordo di Q
e tale che la loro intersezione Lo sia uma ipersuerficie immersa regolare.
Supponiamo inoltre che @ € Ty & tale che H |z, sta critica e non degenere a Q, e
che VH(Q) # 0 punti verso dpQ. Allora per & > 0 sufficientemente piccolo il pro-
blema (P ) ammette una soluzione u, che concentra a Q.

Nella tesi ci si e inoltre interessati all’analisi, mediante metodi variazionali, del
profilo asintotico delle soluzioni di minima energia del problema (P,), con generiche
assunzioni sul dominio e sull'interfaccia. Si mostra che le soluzioni di Passo Montano
sono in realta soluzioni di minima energia e che data una famiglia di soluzioni di
minima energia {u,}, per valori piccoli del parametro ¢, i loro punti di massimo de-
vono stare sul bordo del dominio €. Inoltre, sotto opportune condizioni geometriche,
la soluzione di minima energia concentra in punti della chiusura di 9,2 dove la
curvatura media e massima.



CONCENTRAZIONE E COMPORTAMENTO ASINTOTICO DELLE SOLUZIONI ECC. 53

TEOREMA 2 [2]. — Sia Q CR", n>2 wun dominio vegolave e limitato e
2 . . .
1<p< Z—irz (1 < p < +o0 se n =2). Supponiamo che OpQ, Iy 2 siano sotto-in-

stemi disgiunti di OR2 tale che l'unione delle loro chiusure sia l'tntero bordo di 2 e tale
che la loro intersezione Ly sia una ipersuerficie immersa regolare. Supponiano
inoltre che @ € Lo étaleche H |z, Stacritica e non degenere aQ e che VH (Q) # 0 punti
verso OpQ. Allora se ¢ — 0, le soluzioni di minima energia di (P,) ammettono un
umnico punto di massimo che converge al punto Q € dyQ tale che H(Q) = max;-—o H.

Nell'ultima parte della tesi si considerano le soluzioni di minima energia e si
approssima la shape mediante un algoritmo numerico, dovuto a Y.S. Choi e
P.J. McKenna, che permette di determinare soluzioni di Passo Montano. Lo si ap-
plica, con opportune modifiche, a problemi differenti da quelli trattati dagli autori
che studiano problemi ellittici non perturbati su domini, contenuti in R?, quadrati.
Nella tesi si considera un caso particolare di (P,), scegliendo p = 3 e n = 2. Tale
problema e perturbato e presenta condizioni miste che sono difficili da trattare nu-
mericamente e lo si definisce in un dominio ellittico di R? che presenta una curvatura
media H variabile sul bordo, mostrando che le soluzioni di minima energia concen-
trano all'interfaccia, come mostra la Figura 1.

I risultati ottenuti nella tesi sono parte dei lavori [1, 2, 3].

Fig. 1. — La soluzione u, di minima energia.
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