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Equazioni ellittiche e paraboliche non lineari con dato misura

RosArIA D1 NARDO

L’obiettivo principale della tesi e studiare I'esistenza e 'unicita di soluzioni di
problemi al bordo per equazioni ellittiche o paraboliche non lineari nel caso in cui i
dati siano funzioni solo sommabili o misure. A tal scopo consideriamo una classe di
problemi di Dirichlet per equazioni ellittiche non lineari del tipo:

(1) —div (a(x,u, Vu)) = u in Q
u=20 su 09,

dove Q & un insieme aperto limitato di RY, N >2 a: Q x R x R¥— R" & una
funzione di Carathéodory tale che

(2) alx, s, EE > aléP,  a >0,
3) late, s, )| < [|EF 7 +|sP  Hag(x)],  ao) € L¥(Q),
(4) (alx, s, &) —ax,s,m),E—n) >0, E#n

go.xe R Vse R,V e RY.

Quando il dato x appartiene allo spazio duale di Wé’p (Q), Tesistenza e l'unicita di
una soluzione debole del problema (1) & conseguenza della teoria classica degli
operatori monotoni dovuta a Leray e Lions (1965).

Se il dato ¢ & una misura, occorre dare un senso alla nozione di soluzione. L’idea
naturale € quella di pensare alla soluzione nel senso delle distribuzioni. Tuttavia il
classico controesempio di Serrin (1964) mostra che essa non € in generale unica. Per
questa ragione e stato necessario introdurre una nuova nozione di soluzione che
assicurasse sia I'esistenza che l'unicita.

Nel caso lineare, Stampacchia (1965) dimostra I'esistenza e 'unicita di una solu-
zione definita per dualita che soddisfa 'equazione nel senso distribuzionale. Nel caso
non lineare, i primi risultati di esistenza sono dovuti a Boceardo e Gallouét (1989);
essi provano l'esistenza di una soluzione nel senso del%s(distril;)uzioni per il problema

p—

N-1 1
2 — N <p < N. L’ipotesi su p & motivata dal fatto che, se p <2 -— N allora
% < 1. La dimostrazione del risultato di esistenza si basa su un naturale
processo di approssimazione: I'idea consiste nel trovare una soluzione come limite di
una successione di soluzioni deboli dei problemi approssimantii cui dati sono funzioni
regolari e che approssimano il dato x . Essa viene denominata da Dall’Aglio (1996)
“Soluzione Ottenuta mediante Limite di Approssimazioni”.

(1) che appartiene allo spazio Wé’q(Q), per g < nelle ipotesi in cui
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Sono note in letteratura altre nozioni di soluzione quali la soluzione di entropia
(cfr. [Ph. Bénilan, L. Boceardo, Th. Gallouét, R. Gariepy, M. Pierre, J.L. Vazquez,
1995], [L. Boceardo, Th. Gallouét, G. Orsina, 1996]) e la soluzione rinormalizzata (cfr.
[P. L. Lions e F. Murat, preprint], [F. Murat, 1993], [F. Murat, 1994]).

Segnaliamo infine che il caso p = N é stato studiato in [G. Dolzmann, N.
Hungerbiihler, S. Miiller, 2000], [A. Fiorenza, C. Sbordone, 1998], [L. Greco, T.
Iwaniec, C. Sbordone, 1997].

I risultati sopra citati sono stati estesi nella tesi al caso di equazioni ellittiche o
paraboliche non lineari dotate di termini di ordine inferiore. Consideriamo la classe
di problemi di Dirichlet per equazioni ellittiche non lineari del tipo

(5) {;ii\g(a(x, Vu)) — div (D(x,u)) = u 151111 .(;Q’

dove a: (i,2) € 2 x RN — a(x,z) € RN & una funzione di Carathéodory tale che:

a(x, &) - E>AEP,  a(x, &) < AEPT+C, Ee RN, 4,4>0,
con2—%<p<Ne

¢ —n? 1
(6) (a(%,f)—a(ﬂc,ﬂ))'(f—n)Zﬂm, p>0, 2_N<p<21

() (a(x, &) —a(w,n) - (E—n) > oA+ &+ )P 2E—nP? 6>0, p>2,

q.o.xeRNer,neRN,é#iy.
Inoltre @: (x,s8) € @ x RN — @(x,s) = (¥;(x,s)) € RY & una funzione di
Carathéodory, differenziabile rispetto ad s, tale che

| Dy, 5)| < c@)(1+s]) ™,  c@) >0,

N
c(x) € L'(Q), 7”>Ea 1<y<p-1, p=>2

N —1) 1—l<y<p—1, 2—l<p<2

C(.’)C) € LT(Q), r > m, N N

ed infine 4 & una funzione € L}(Q).

Risultati di esistenza per il problema (5) sono stati provati in [T. Del Vecchio,
1995], [T. Del Vecchio, M. R. Posteraro, 1996] mediante le classiche tecniche di
simmetrizzazione, in [M. F. Betta, A. Mercaldo, F. Murat, M.M. Porzio, 2003],
[O. Guibé, A. Mercaldo, 2006], [0. Guibé, A. Mercaldo, 2008], [M. Ben Cheikh
Ali, O. Guibé, 1999] per soluzioni rinormalizzate, in [Boccardo, preprint] per solu-
zioni di entropia e infine in [A. Alvino, A. Mercaldo, 2008 ] per “Soluzione Ottenuta
come Limite di Approssimazioni” .

In [2] dimostriamo un risultato di unicita di una “Soluzione Ottenuta come Limite
di Approssimazioni” per il problema (5). Esso & conseguenza di un risultato di con-
tinuita della soluzione rispetto ai dati fondato sull’ipotesi che a sia un operatore
fortemente monotono ovvero soddisfi le ipotesi (6)-(7) e che la funzione @& sia
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Lipschitziana localmente continua. La dimostrazione si basa sulla scelta di un’op-
portuna funzione test, costruita sugli insiemi di livello della soluzione e fa utilizzo
delle tecniche di simmetrizzazione classiche.

Nel lavoro [1] e stato affrontato lo studio dell’esistenza di soluzioni rinormalizzate
per equazioni ellittiche che soddisfano una condizione di ellitticita degenere.
Precisamente si & considerato il problema

(8) —div (ax,u, Vi) + H(x, Vu) = u in Q
u=20 su 0Q,
dovea : 2 x R x RY—RY &una funzione di Carathéodory verificante I'ipotesi (4) e
a(x, s, &) > v@)[¢f’,
(e, s, &) < V(%)[If|p_1+|8|p_l+ao(%)], ao(@) € L (v),

q.0. per « € Q, Vs € R, V¢ € RY, v(x) & una funzione non negativa tale che

. 1 N 1 1
) e L'Q),r>1, —cLl(Q), t>—, 14+-<p<N(1+-).
v(x) P t t

Inoltre H : @ x RY — R & una funzione di Carathéodory tale che

- . p'pt
[H @, Ol < b@)I™, - b@) € L), = >3—a= =

dove p é definita da
p#

e eH ' =plA+1/)—NL

p =
Risultati di esistenza per equazioni ellittiche degeneri sono stati dimostrati da J-M.
Rakotoson (1993) e da M. F. Betta, T. Del Vecchio, M. R. Posteraro (1998). In [1] si
ottiene l'esistenza di soluzioni rinormalizzate adattando al caso degenere un metodo
introdotto da Bottaro-Marina (1973) utilizzato poi in seguito in [M. F. Betta, A.
Mercaldo, F. Murat, M.M. Porzio, 2003] nel caso di operatori uniformemente ellittici.
L’idea consiste nel considerare dapprima una successione di problemi approssimanti
i cui dati sono funzioni regolari e che approssimano . Allo scopo poi, di ottenere delle
stime a priori per le soluzioni deboli u,, di tali problemi, si considera inizialmente
I'eventualita in cui la norma di b & piccola; in tal caso, usando T(u) come funzione test
in (8), si ottiene facilmente una stima a priori per il gradiente di «,,. Se la norma di b
non & piceola, si riconduce, in qualche senso, il problema ad un numero finito di
problemi con norma di b piccola e si ottiene nuovamente una stima a priori. Le stime a
priori ottenute permettono infine di passare al limite nei problemi aprossimanti.
Infine, & stato affrontato lo studio dell’esistenza di soluzioni di problemi di
Cauchy-Dirichlet per equazioni paraboliche non lineari del tipo

86_7;: — div (a(x, t, %, Vu)) — div (K(x,t,)) = u in Qr
(9) w(xe,t) =0 su 02 x (0,7

u(xe, 0) = uo(x) in Q,
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dove a(x,t,s,8): 2 x (0,T) x R x RY —RY & una funzione di Carathéodory tale
che
ax,t,s,O)E > aléf’,  a>0,

late, t,5,8)| < [h@,t) + [P HEPTY],  he,t) € LPQr),
(a(x,t,s,8) — alw,t,s,p),E—p) >0, C#p

qoxeteTTevVseR, ¢ peRY.
Inoltre K : Q x (0, T) x R— RY & una funzione di Carathéodory tale che
< / = — — T =
[B@.t,) < @O, =7 =1, cabe L' @)~ t="—1

weL'Qr), wue L.

Quando u e LY (Qr) e up € L3(Q) il problema ammette un’unica soluzione che
appartiene allo spazio C(0, T; L#(R)). Se i dati sono funzioni L(Q7) o, pill in generale
misure, occorre definire una nuova nozione di soluzione. Le nozioni di “Soluzione
Ottenuta come Limite di Approssimazioni”, soluzione rinormalizzata, soluzione di
entropia sono state estese al caso parabolico. In [D. Blanchard, F. Murat, 1997], [A.
Prignet, 1997] sono stati dimostrati risultati di esistenza nel caso di operatori pa-
rabolici senza termini di ordine inferiore, mentre in [Porzio, 1999] e stato studiato un
problema parabolico con un termine di ordine inferiore del tipo bz, t)|Vau |’ .

In [3] é stata ottenuta I'esistenza di una soluzione rinormalizzata per il problema
(9). 11 risultato e ottenuto adattando la tecnica utilizzata da Bottaro-Marina (1973)
(cfr.[M. F. Betta, A. Mercaldo, F. Murat, M.M. Porzio], 2002). Il passaggio al limite &
stato effettuato seguendo la stessa procedura utilizzata in [D. Blanchard, F. Murat
and H. Redwane, 2001].
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