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1. — Introduzione

In questa tesi & stata generalizzata al setting dei gruppi di Carnot [1] una tecnica
introdotta in ambiente Euclideo in [2] che permette di ottenere norme di Sobolev
WP attraverso medie integrali localizzate di differenze finite, dunque senza fare uso
esplicito della struttura differenziabile. Nel caso dei gruppi di Carnot, la struttura
differenziabile intrinseca e data dai campi vettoriali che appartengono al primo
strato dell’algebra: per ottenere norme di Sobolev equivalenti attraverso differenze
finite e dunque stato necessario utilizzare opportuni strumenti di localizzazione che
agissero in termini della distanza intrinseca, di Carnot-Carathéodory [1]. Come
sviluppo di questo approccio approssimato, e stato esteso a gruppi di Carnot un ri-
sultato di tipo disuguaglianza di Poincaré, ottenuto per la prima volta in RY da [5],
utilizzando qui una tecnica di dimostrazione costruttiva che risulta nuova anche in
ambito Euclideo, basata su disuguaglianze unidimensionali e su particolari coordi-
nate esponenziali approssimate introdotte in [4]. Si & potuto ottenere in questo modo
una classe di disuguaglianze che contiene in particolare disuguaglianze di Poincaré
per norme di tipo Gagliardo, utilizzate per I'analisi su spazi di Sobolev di ordine
frazionario. Queste ultime si sono inoltre rivelate operatori non locali appartenenti
ad una famiglia studiata in [3] per le sue proprieta di self-improving, grazie alle quali
si & potuto ottenere un risultato di immersione con esponente di Sobolev ottimale.

Con G si indichera sempre un gruppo di Carnot, d,. sara la distanza di Carnot-
Carathéodory e le palle relative a tale distanza saranno indicate con B,.. La struttura
subriemanniana [1] sara indicata con |.|y ed il gradiente orizzontale con Vx, mentre
con @) si indichera la dimensione omogenea (dimensione di Hausdorff, si veda [1]) di
(. Eventuali costanti positive che dipendono solo dalle proprieta del gruppo o al pit
dall’esponente di sommabilita p saranno dette costanti geometriche.

2. — Norme approssimate

Per ottenere una norma di Sobolev nella forma desiderata si e fatto uso di una
particolare classe di norme omogenee (si veda [1]), invarianti sotto rotazioni oriz-
zontali, ovvero rotazioni che coinvolgono solo coordinate canoniche che fanno rife-
rimento ai campi del primo strato. Una tale norma sara indicata con |.|; e con Bg si
intenderanno le palle relative.
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La localizzazione e stata effettuata attraverso 'uso di mollificatori radiali, se-
condo la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1. — Una famiglia di funzioni {p,},~o pn : G—R", si dice una
o se clascuna p,(x) dipende

solo da |x| e valgono le seguents
i) _[Pn(x)daczl Vau>0; i) f pp@)de™=3 0 Vo>0
B G\B;(0,0)

II primo risultato ottenuto & descritto dal seguente teorema.

TEOREMA 1. — Sia {p, },-o una famiglia di mollificatori radiali ed f una fun-
ztone in LP(G), dove 1 < p < oo. Se esiste una costante finita C > 0 tale che

P
"_ ff(y)l f( )| pn‘ _1'?/ 3

allora f € de (G). Estste inoltre una costante geometrica k), tale che

I,Z—>Kpf|VXf(.’)€)|§d.’)c quando n — oo .
G

3. — Disuguaglianza di Poincaré-Ponce

L’operatore non locale introdotto come approssimazione integrale della norma
del gradiente puo essere utilizzato per ottenere stime sulle oscillazioni delle funzioni
LP. Non essendo pitl necessaria I'ipotesi di invarianza per rotazioni, i risultati sono
espressi per semplicita in termini della distanza di CC. Una ipotesi aggiuntiva risulta
pero necessaria per il risultato, ovvero che la dipendenza radiale dei mollificatori sia
monotona decrescente. Il risultato principale e espresso dal seguente teorema, del
quale si dara un aceenno della dimostrazione.

TEOREMA 2. — Per ogni 1 < p < oo esiste una costante geometrica C, tale che

|f(?/) f(x)|p w(dcc(% ?/))
fdx|f(90) —fzl" <C, Rprdxl_!d?/ Qe P91 PR
[Bee K f p(t)dt

per ogni palla B, di raggio R, ogni f in L
scente p : RY — R in L}

10e(C1) € ogni funzione monotona decre-

loe» €O i € B costanti geometriche > 1.

DIMOSTRAZIONE. — Osservando che

[ @ -pr<c f @ [ aglry-2-rwr

Be(,R) B..(0,2R) Bec(xo,R)
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ed usando un risultato di [4] che permette di raggiungere ogni punto z € B,.(0,2R) in
tempi limitati ¢;(z) < TR attraverso una composizione finita di curve integrali dei
campi orizzontali y;(t;), si puo ricondurre il problema a una collezione di stime uni-
dimensionali, analoghe per ciascuna di tali curve.

Piu precisamente si ha

1<cy 4 dz [ dnl s en - rol
J Be(02R)  Be(xo,cR)
12 12
<cy" f dae f dt f ds|f(@ - y(TRD) — f@ - 7,(TRs)[?

J Belwo3eR) —1/2 —-1/2

12 172
ATRY) — @ - 3:(TRS)I oot —
. =5 z
J BuGo3cR) —-1/2 —1/2 [p()dr
0

dove la stima unidimensionale nell'ultimo passaggio permette di scegliere la scala
o € R" pill opportuna su cui utilizzare la localizzazione attraverso le funzioni g, le
quali rappresentano una versione unidimensionale dei mollificatori radiali. La prova
€ conclusa interpretando le variabili unidimensionali come variabili radiali e sfrut-
tando le proprieta di omogeneita della misura di Haar su G, che permettono formule
di tipo coarea sulle palle della metrica. O

Il teorema precedente fornisce una stima di tipo Poincaré, come si vede dal se-
guente corollario che puo essere ottenuto usando la struttura dei mollificatori.

CoRrROLLARIO 1. — Sia {p,} una famiglia di mollificatori radiali monotoni
decrescenti, e sia 1 < p < oo. Per ognt palla B.. di raggio R ed ogni costante
C > C, esiste un ng tale che

_ p
[ it sl < Cr? [ da [ ay LLIWE 4 ey
B..

dec(e, y)’
B (X, Y)

per ogni n > ng ed ogni f in L} (). La soglia ny € data dalla condizione:

PR C
f P07 dr > Fp Y >mng.
0

Questo corollario in particolare mette in luce come la soglia 7, che rappresenta
una soglia minima di localizzazione, dipende dalla dimensione delle palle sulle quali
vengono valutate le oscillazioni della funzione in esame: per sentirsi 'effetto di lo-
calizzazione infatti la scala deve rimpicciolirsi al rimpicciolirsi delle palle. Questo
aggiustamento fine é reso possibile dall’approccio deseritto nella precedente dimo-
strazione, in cui risulta esplicito il ruolo della scala nella stima unidimensionale.
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4. — Norme di tipo Gagliardo e self-improving

Scegliendo come funzione localizzante ¢(t) = 171 si ottiene il seguente co-
rollario in forma di disuguaglianza di Poincaré rispetto alla norma di Gagliardo.

COROLLARIO 2. — Sia 1 < p < oo, allora

d
(1) s f@) —f@)
B{x|f(oc)—f3|p§(]pﬁ P(l—s)pRiBfwdxu_Bfwdy R

1
per ogni palla B, di raggio R, ogni f in LY (G, ed ogni s € {1 ~p 1).
Seguendo [3], la disuguaglianza precedente puo essere migliorata riducendo le
palle a destra fino alla dimensione della palla sulla quale si desidera valutare le
oscillazioni ed aumentando I'esponente a sinistra fino al valore ottimale:

COROLLARIO 3. — Per ogni 1 < p < oo esiste una costante geometrica C tale che

1p _
(faetrr—sip) " <00 e fao fay 1010
Be B B d(x,y)

1
loc

per ogni palla B, di raggio R, ogni s € (0,1), ogni f € L; (G) ed ogni 1 < p < p,

dove lesponente critico risulta essere p* =

Q—s
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