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Semi-invarianti di quiver simmetrici

RICCARDO ARAGONA

Le rappresentazioni di quiver possono essere viste come una formalizzazione di
alcuni problemi di algebra lineare. I quiver simmetrici sono stati introdotti da
Derksen e Weyman in [2] con lo scopo di fornire una simile formalizzazione per lo
studio dei gruppi classici.

In recenti articoli le rappresentazioni di quiver e i loro semi-invarianti sono stati
usati per provare interessanti risultati collegati ai gruppi generali lineari.

Per esempio, Derksen e Weyman in [1] hanno provato la proprieta di saturazione
per i coefficienti di Littlewood-Richardson C ie. se A u,ve 7" sono tali che
c%iNﬂ # 0 per qualche N € N, allora ¢} , # 0. Magyar, Weyman e Zelevinsky in [4]
hanno classificato i prodotti di varieta di bandiera con un numero finito di orbite
sotto l'azione diagonale di gruppi generali lineari. Le rappresentazioni dei quiver
simmetrici potrebbero essere un mezzo per risolvere simili problemi per i gruppi
classici.

Derksen e Weyman per giunta in [1] hanno provato che gli anelli dei semi-in-
varianti di quiver “classici” sono generati dai semi-invarianti di tipo ¢” (introdotti
da Schofield in [5]), dove V e una rappresentazione del quiver in questione. Nella
mia tesi di Dottorato forniamo simili risultati per quiver simmetrici di tipo finito e
di tipo tame.

Un quiver e un grafo orientato. Formalmente & una coppia @ = (Qo, Q1) dove Qo &
un insieme di vertici e @; € un insieme di frecce. Per ogni freccia a € 1, chiamiamo
ta € Qolacodadiae ha € Qylatesta di a. Sia K un campo algebricamente chiuso e a
caratteristica zero. Unarappresentazione V di @ & una famiglia di K-spazi vettoriali di
dimensione finita {V(x)|x € Qo } e dimappe K-lineari {V(a) : V(ta) — V(ha)|a € Q1}.
11 vettore dimensione di una rappresentazione V e una funzione dim(V) : Qy — N
definita da dim(V)(x) = dim(V(x)). Un morfismo f:V — W tra due rappre-
sentazioni ¢ una famiglia di mappe lineari {f(x):V(x) — W(x)|f(ha)V(a) =
W(a)f ta)Va € Q1},cq,- Denotiamo lo spazio dei morfismi da V in W con
Homgo(V, W).

Definiamo infine, per ogni a, f € Z%, la forma bilineare non simmetrica

(@.p) =" a@p@ — > alta)pha),

reQo ac@y

su 7%, detta forma di Eulero di Q.
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DEFINIZIONE 1. — Un quiver simmetrico ¢ una coppia (Q,c) dove @ ¢ un quiver
(detto quiver soggiacente di (Q, o)) e g ¢ una involuzione su Qy Ll Qy tale che

(1) 0(Qo) = Qo e c(Q1) = Qu,
(ii) to(a) = a(ha) e ho(a) = a(ta) per ogni a € @,
(iii) o(a) = a se a € Qy e a(ta) = ha.

DEFINIZIONE 2. — Una rappresentazione ortogonale (rispettivamente sim-
plettica) di un quiver simmetrico (Q, o) é una coppia (V,{(-,-)), dove V & una rap-
presentazione del quiver soggiacente € con un prodotto scalare non degenere

summetrico (rispettivamente anti-simmetrico) (-,-) su @ V(x) tale che
rE€Qo

() la restrizione (-,-) a V(x) x V(y) e zero se y # o(x),
(i) (V(e)w),w) + (v, V(a(a))(w)) = 0 per ogni v € V(ta) e ogni w € V(to(a)).

Definiamo ORep(Q, ) e SpRep(Q, ) rispettivamente come lo spazio delle rap-
presentazioni ortogonali di dimensione f e lo spazio delle rappresentazioni sim-
plettiche di dimensione £ di (Q, 9).

Siano Qf (rispettivamente Qf) I'insieme dei vertici (rispettivamente delle frecce)
fissate da ¢. Cos abbiamo le partizioni

1 Qo =Qy UQj LRy
©) Q=0 LQIUQ
tali che Q; = 0(Q;) e Q7 = o(Q7), che soddisfano

i) Ya € Qf , o {ta,ha} C Q; oppure uno degli elementi in {ta,ha} & in Q;
mentre l'altro e in Q;
ii) Vo € Qf,se a € @ conta =20 ha =, alloraa € Qf U QY.

Definiamo il gruppo

3) 80@Q,a) = [] SLta@) x [] SOtat@)),

reQy weqy

dove SO(a(x)) & il gruppo delle trasformazioni ortogonali speciali per la forma sim-
metrica (-, -) ristretta a V(x).
Assumendo che a(x) € pari per ogni « € QF, definiamo il gruppo

SSp@,a) = [ SL(a@)) x ] Splat)),

reqQ) reqQg

dove Sp(a(x)) € il gruppo delle trasformazioni isometriche per la forma anti-sim-
metrica (-, -) ristretta a V(x).
L’azione di questi gruppi é definita da

g- V= {ghaV(a)gt;l }alequ’
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dove g = (¢x)req, € SO(Q, a) (rispettivamente g € SSp(Q,a)) e V € ORep(Q, ) (ri-
spettivamente in SpRep(Q, a)). In particolare possiamo supporre g, = (g, I per
ogni x € Q.

Infine consideriamo I'anello dei semi-invarianti di ORep(@Q, f)

(5) 0SIQ,p)=KIORep@, )T = { f € KIORep@Q, M|y - f =f Vg € SOQ. )}
e l'anello dei semi-invarianti di SpRep(Q, a)
(6) SpSI(Q. ) = K[SpRep(@, HI* PP ={ f e K[SpRep(@, P)llg - f =f Yg€SSp(Q. B},

dove K[ORep(Q,f)] € lanello delle funzioni polinomiali su ORep(Q,f) e
KISpRep(Q, £)] & 'anello delle funzioni polinomiali su SpRep(Q, ).

Sia (@, o) un quiver simmetrico e V una rappresentazione del quiver @ tale che
(dim V,[f) =0, dove (-, -) & la forma di Eulero di Q. Sia

av.

(7) 0—>P1 ﬁ>'P()—>V—>0
la risoluzione proiettiva minimale di V. Definiamo il semi-invariante
¢ = det(Homg(d . . ) (vedi [5]).

min’
Siano 7 il funtore di traslazione di Auslander-Reiten e V il funtore di dualita.

LEMMA 1. - Sia (Q, 0) un quiver simmetrico di tipo finito e di tipo tame. Sia d) .
la matrice della presentazione proiettiva minimale di una rappresentazione V di Q
di dimensione a e sia f un vettore dimensione simmetrico tale che (a, f) = 0. Allora

1 H omQ(dV -) ¢ anti-simmetrica su SpRep(Q, f) se e solo se V soddisfa

1)tV =VV
(ii) la successione almost split 0 — VV — Z — V — 0 ha il termine centrale
Z i ORep(Q);

2) HomQ(dxm, ) ¢ antisimmetrica su ORep(Q, ) se e solo se V soddisfa la
proprieta
1)tV =VV
(ii) la successione almost split 0 — VV — Z — V — 0 ha il termine centrale

Z i SpRep(Q).

Se V soddisfa le proprieta del lemma 1, possiamo dunque definire il semi-invariante
pfV = pf(Homg(d) . ..
I principali risultati della tesi sono

TEOREMA 1. — Sia (Q, o) un quiver simmetrico di tipo finito o di tipo tame tale
che Q sia senza cicli orientats e sia f un vettore dimensione simmetrico. L'anello
SpSI(Q, p) e generato dai semi-thvarianti
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(i) ¢ se V € Rep(Q) & tale che (dim V, ) =0,

(i) pf¥ se V € Rep(Q) ¢ tale che (dimV,B) =0, 1tV = VV e la successione
almost split 0 - VV —Z -V — 0 abbia il termine centrale Z in
ORep(Q).

TEOREMA 2. — Sia (Q, 6) un quiver simmetrico di tipo finito o di tipo tame tale
che Q sta senza cicli orientatr e sia f un vettore dimensione simmetrico. L'anello
OSI(Q, p) e generato dai semi-invarianti

(i) ¢ seV € Rep(Q) é tale che (dimV, ) =0,
(i) pf¥ se V € Rep(Q) ¢ tale che (dimV,B) =0, tV = VV e la successione
almost split 0 = VV — Z -V — 0 abbia il termine centrale Z in

SpRep(Q).

La strategia delle dimostrazioni e la seguente. Prima adattiamo la tecnica dei funtori
di riflessione ai quiver simmetrici. Poi dimostriamo che possiamo ridurre i teoremi 1
e 2, mediante questa tecnica, a particolari orientazioni dei quiver simmetrici. Infine,
proviamo i teoremi 1 e 2 per queste orientazioni.

Peri quiver simmetrici di tipo finito e tipo tame, nel caso in cui le rappresentazioni
ortogonali e simplettiche siano regolari omogenee, diamo una dimostrazione dei
teoremi 1 e 2 caso per caso, utilizzando la teoria degli invarianti classica ed i funtori di
Schur. Per i quiver simmetrici di tipo tame, nel caso in cui le rappresentazioni or-
togonali e simplettiche siano regolari non omogenee, prima descriviamo la de-
composizione generica (vedi [3]) dei vettori dimensione di rappresentazioni ortogo-
nali o simplettiche, poi, utilizzando questa, descriviamo caso per caso I'anello dei
semi-invarianti.
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