La Matematica nella Societa e nella
Cultura

RIVISTA DELL'UNIONE MATEMATICA ITALIANA

ASSUNTA TATARANNI

Studio della stabilita lineare e non lineare di un
sistema di P.D.Es del tipo reazione diffusione
attraverso il metodo diretto di Liapunov.
Applicazione ad una reazione chimica
autocatalitica

La Matematica nella Societa e nella Cultura. Rivista dell’Unione
Matematica Italiana, Serie 1, Vol. 2 (2009), n.2 (Fascicolo Tesi di
Dottorato), p. 291-293.

Unione Matematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=RIUMI_2009_1_2_2_291_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale &€ consentito liberamente per mo-
tivi di ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali.
Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RIUMI_2009_1_2_2_291_0
http://www.bdim.eu/

La Matematica nella Societd e nella Cultura. Rivista dell’'Unione Matematica
Italiana, Unione Matematica Italiana, 2009.



La Matematica nella Societa e nella Cultura
Rivista dell’'Unione Matematica Italiana
Serie I, Vol. I1, Agosto 2009, 291-293

Studio della stabilita lineare e non lineare di un sistema di P.D.Es
del tipo reazione diffusione attraverso il metodo diretto
di Liapunov. Applicazione ad una reazione chimica autocatalitica

ASSUNTA TATARANNI

Oggetto del lavoro di tesi € ’analisi della stabilita lineare e non lineare dello stato
di equilibrio di un sistema binario di equazioni a derivate parziali (PDEs) del tipo
reazione-diffusione che modella una reazione chimica autocatalitica.

La dinamica dei sistemi chimici puo essere descritta da equazioni che spesso
assumono la forma di sistemi non lineari di PDEs di tipo parabolico allorquando si
prenda in considerazione la diffusione delle sostanze chimiche coinvolte nella rea-
zione. Uno dei principali contributi alla teoria matematica delle reazioni chimiche &
fornito dalla monografia di Aris [1]. Numerose risultano, inoltre, le analogie tra si-
stemi chimici e la struttura dinamica degli organismi viventi in alcuni sistemi bio-
logici: basti pensare, a tal fine, alle popolazioni, dove gli individui interagiscono e si
muovono all'interno del loro habitat. Ne consegue che il modello di interazione-mi-
grazione spazio temporale delle popolazioni assume la stessa struttura di quella
utilizzata per sistemi chimici in cui le sostanze reagiscono e si diffondono e, preci-
samente, del tipo

(1) % =DM+ F
dove u € un vettore n-dimensionale le cui componenti rappresentano le quantita che
si diffondono; D € una matrice (detta matrice di diffusione) generalmente diagonale, i
cui elementi rappresentano i coefficienti di diffusione; 4 & 'operatore di Laplace in
coordinate spaziali; F' (termine di sorgente o reazione) € il termine che descrive tutte
le reazioni ed interazioni fra le componenti di u.

Il rieco spettro di soluzioni a cui danno luogo i sistemi del tipo reazione diffusione
e riflesso nella grande varieta di applicazioni: si pensi che tale meceanismo venne
proposto da Turing, in uno dei pitt importanti lavori nell’ambito della biologia teorica
[6], quale modello per la chimica alla base del processo di morfogenesi. Risulta
pertanto di grande interesse lo studio del comportamento asintotico nel tempo delle
soluzioni di sistemi del tipo reazione diffusione. Tale studio puo essere ricondotto
all’analisi delle proprieta di stabilita dello stato stazionario uniforme.

In particolare, detto Q1o spazio geometrico in cui si svolge il fenomeno, 'ambiente
naturale in cui studiare la stabilia & lo spazio funzionale WS’Z(Q). II modello preso in
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considerazione e il seguente:
@) Uy =ya— U+ U?V)+ AU
Vi =y — U?V) +dAV

in un assegnato dominio 2 ¢ R?® con condizioni al contorno di Dirichlet
U=a+b
3) b V(x,t) € 02 x R"
@+ by

con a, b,y e d costanti tali che

7 {a+b>0

b>0,d>0

Il sistema (2) rientra come caso particolare nel modello di Segel-Jackson [5], e
contiene quello introdotto da Schnackenberg [4] per reazioni trimolecolari auto-
catalitiche.

Al fine di studiare il comportamento asintotico delle soluzioni di (2)-(3) poniamo

U=u"+C
5) {Vv*Jng
con
uw=a+b
(6) . b
T+

punto critico di (2)-(3). Il comportamento asintotico delle soluzioni di (2)-(3) viene
ricondotto allo studio della stabilita di (6) .

Il metodo applicato é il metodo diretto di Liapunov. Ai fini dell’analisi della sta-
bilita il problema centrale nell’utilizzo del metodo diretto rimane la costruzione di un
funzionale di Liapunov e, spesso, la possibilta di trovare condizioni che assicurino la
coincidenza tra I'analisi lineare e quella non lineare.

Per superare tali difficolta viene impiegato un peculiare funzionale di Liapunov,
introdotto da Rionero [2], che costituisce un legame diretto tra la stabilita lineare e
non lineare. Infatti, esso e costruito in modo tale che il funzionale, con le sue derivate
calcolate lungo le perturbazioni, dipenda direttamente dagli autovalori della parte
lineare dell’operatore.

I risultati di stabilita lineare, instabilita e le condizioni che assicurano 'insorgere
dell’instabilita di Turing (il processo secondo cui il punto critico (6), stabile rispetto a
perturbazioni infinitesime in assenza di diffusione, viene destabilizzato dalla diffu-
sione) sono stati ottenuti sia nel caso di dominio fisso che nel caso dominio crescente
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variabile con continuita del tipo
Q) C R? tale che (x,y,2) € 2=2z€[0,]]

con [ = cost. > 0, perturbazioni C; and Cy aventi comportamento periodico nelle
direzioni (x, y).

Infine, si affronta il problema della stabilitd L? dello stato stazionaro uniforme
rispetto a perturbazioni alle concentrazioni di equilibrio delle sostanze chimiche
aventi ampiezza finita. Ovviamente, quando si considerano i termini non lineari, il
fine & quello di cercare di controllarli in maniera opportuna. Orbene, il modello og-
getto di studio presenta un termine non lineare che, con gli usuali teoremi di im-
mersione, non si riesce a limitare nel giusto modo. Al fine di superare tale ostacolo si
€ proceduto in due modi differenti:

e per perturbazioni regolari si e utilizzata la limitatezza di una delle due soluzioni,
limitatezza che consegue dall’applicazione di un principio di massimo per operatori
parabolici;

e nel caso di perturbazioni in W&z(Q), grazie ad un particolare cambiamento di
variabili nello spazio delle fasi [3], si studia un sistema che presenta cross-diffusion,
i.e. la matrice di diffusione D non & una matrice diagonale.

Ne consegue un teorema di stabilita non lineare, asintotica rispetto alla norma
L2(Q).
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