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SIMONE SCACCHI

1. — Introduzione

Negli ultimi anni una vasta letteratura interdisciplinare si & concentrata sul-
Pattivita bioelettrica del cuore, con particolare attenzione alle patologie cardiache.
II modello matematico pit completo dell’elettrofisiologia cardiaca e il modello
Bidominio [4], un sistema parabolico degenere di equazioni alle derivate parziali di
reazione-diffusione nonlineari, che modellano i potenziali elettrici intra- ad extra-
cullulari del tessuto cardiaco (macroscala). Le equazioni alle derivate parziali sono
accoppiate tramite il termine di reazione con un sistema stiff di equazioni diffe-
renziali ordinarie, detto modello di membrana, che descrive 'attivita elettrica della
membrana cellulare (microscala).

L’approssimazione numerica del sistema Bidominio & molto costosa dal punto
di vista computazionale, a causa dell'interazione tra scale spaziali e temporali
molto diverse fra loro e della natura degenere delle equazioni alle derivate parziali
coinvolte. Nella maggior parte degli studi numerici sul sistema Bidominio sono
stati sviluppati metodi agli elementi finiti per la discretizzazione in spazio e metodi
semi-impliciti per la discretizzazione in tempo, che richiedono ad ogni passo
temporale la soluzione di un sistema lineare di grosse dimensioni e mal condi-
zionato. Diversi tipi di precondizionatori sono stati proposti in letteratura per
accelerare la convergenza di metodi iterativi per la soluzione di tali sistemi lineari;
si vedano ad esempio [1, 5].

In questo lavoro sono stati studiati dei precondizionatori di Schwarz multilivello
per il sistema Bidominio. Sono state dimostrate stime di scalabilita e di ottimalita,
cioe che la convergenza di tali metodi e indipendente dal numero di sottodomini
(scalabilita), dai parametri di discretizzazione e dal numero di livelli (ottimalita). I
risultati teorici sono stati validati da test numerici paralleli su cluster linux.

2. — I1 modello Bidominio

L’evoluzione in tempo dei potenziali elettrici intra- ed extra-cellulari u;, u. e del
potenziale transmembranario v = u; — u, in un dominio tridimensionale Q rap-
presentante una porzione di tessuto cardiaco € descritta nel modello Bidominio dal
seguente sistema di equazioni alle derivate parziali paraboliche di reazione-diffu-
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sione, accoppiato con un sistema di equazioni differenziali ordinarie, detto modello di
membrana, per le variabili ioniche w:

cm 8 — div (D;Vug) + Lioy(v,w) = Loy in 2 x(0,T)
— div(De Vo) — Ligy(v,w) = —Iapp  in 2 x(0,7)
(1) "o
WI'D;Vu; =0  n'D,Vu,=0 su 02 x (0,7)
8;: R(w,w) = in Q% (0,7),

con opportune condizioni iniziali per v e w. D; , sono i tensori di conduttivita intra- ed
extra-cellulare; /), € la corrente applicata; /;,, e R modellano le correnti ioniche che
attraversano la membrana cellulare e la loro forma analitica dipende dalla scelta del
modello di membrana. In questo lavoro sono stati utilizzati i modelli Luo-Rudy I e
Luo-Rudy II; per una rassegna sui modelli di membrana si veda [3]. La di-
scretizzazione e stata effettuata con elementi finiti Q1 in spazio e un metodo semi-
implicito in tempo. Ad ogni passo temporale si ottiene quindi un sistema lineare di
matrice

Cm M M A, O
(2) Apig = { M M]+[O AJ’

dove M e lamatrice di massa e A;, A, sono le matrici di rigidita associate ai tensori D;,
D,.

3. — Precondizionatori di Schwarz additivi multilivello

Sia @, k=0,...,¢—1 una famiglia di ¢ triangolazioni annidate di @, che si
diradano da ¢ —1 a 0, e sia A* 1a matrice ottenuta discretizzando (1) su Q. Vale
quindi A“"! = Ay;g. Si indichino con R¥ gli operatori di restrizione da Q! a QF e si
decomponga ogni triangolazione @ in N; sottodomini overlapping Qﬁl per

=1,...,Ng, in modo che 'overlap o sia uguale alla mesh size #* della triango-
1azmne Qk Siano infine R, gli operatori di restrizione da Q' 1a .Qk e si ponga
Af = anAkR" Il precondlzmnatore di Schwarz multilivello additivo (MAS) e dato
da

-
Byl :=RVAY'R + Z REAFTRE
o=
Il teorema seguente assicura che la convergenza del precondizionatore MAS & in-
dipendente dal numero di sottodomini N}, (scalabilita) e dal numero di livelli £ (ot-
timalita).
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TEOREMA 1. — Il numero di condizionamento dell’ operatore Tyas = BM}qubid e
limitato da

hy,
Kko(Tyas) < Ck max | (1 + 5k>

dove C ¢ una costante indipendente da hy, Ny, e L.
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Fig. 1. - Test di tipo scaled speedup su domini tridimensionali. PROC ¢ il numero di processori
(= numero di sottodomini). Il precondizionatore di Schwarz additivo a 5 livelli (MAS(5)) & stato
confrontato con il precondizionatore di Jacobi a blocchi (BJ) e con il precondizionatore
multigrid ciclo a V a 5 livelli (MG(5)). Sinistra: media sui passi temporali del numero di
iterazioni del gradiente coniugato precondizionato. Destra: media sui passi temporali del
tempo di calcolo per risolvere un sistema lineare.
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4. — Risultati numerici

Per i test numerici e stato utilizzato il cluster linux IBM CLX/1024 del CINECA.
Il codice Fortran e basato sulla libreria parallela PETSe, sviluppata dall’Argonne
National Laboratory. E stato effettuato un test di tipo scaled speedup su paral-
lelepipedi rappresentanti porzioni di tessuto cardiaco. Il numero di sottodomini &
stato variato da 8 a 128, mantenendo la dimensione della griglia locale associata ad
ogni sottodominio fissa a 48 x 48 x 48 elementi (221184 incognite). Il numero totale
di gradi di liberta & stato quindi variato da 1.7 x 10% nel caso pil piccolo con 8 sot-
todomini a 2.8 x 107 nel caso piti grande con 128 sottodomini. Nell'implementazione
ogni sottodominio & stato associato ad un processore, percio il numero di sottodomini
coincide con il numero di processori. E stata simulata la fase iniziale di eccitazione del
muscolo cardiaco, integrando il modello Bidominio per 2 ms, cioe 40 passi temporali
di 0.05 ms. Il sistema lineare ad ogni passo temporale e stato risolto con il metodo del
gradiente coniugato (CG) precondizionato, usando come criterio d’arresto la ridu-
zione della norma /2 del residuo con tolleranza 10~%. Il precondizionatore MAS a 5
livelli (MAS(5)) e stato confrontato con il precondizionatore di Jacobi a blocchi (BJ) e
con il precondizionatore multigrid ciclo a V a 5 livelli (MG(5)). In Figura 1 sono ri-
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portate le medie sui passi temporali del numero di iterazioni del CG e del tempo di
calcolo per risolvere un singolo sistema lineare. I risultati confermano il teorema (1),
poiche le iterazioni del CG precondizionato con MAS(5) restano costanti al crescere
del numero di sottodomini.

11 codice basato sul precondizionatore MAS e stato applicato allo studio di pato-
logie ischemiche cardiache, si veda [2].
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