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CL-sottogruppi di p-gruppi finiti

VALENTINA RUSSO

In questa tesi abbiamo studiato particolari proprieta aritmetiche di p-gruppi finiti
ed una particolare classe di sottogruppi di p-gruppi finiti naturalmente definiti a
partire da tali proprieta.

In[2] A. Chermak e A. Delgado hanno presentato un “measuring argument” per
gruppi finiti, a partire dal quale hanno ottenuto numerosi risultati per speciali classi
di gruppi finiti e potenti applicazioni per gruppi semplici finiti e per p-gruppi finiti.

In un recente lavoro G. Glauberman (si veda [3]) ha studiato un caso particolare
delle proprieta introdotte da Chermak e Delgado, fornendo altri risultati per p-
gruppi finiti:

Sia G un p-gruppo finito.

DEFINIZIONE 1. — Un sottogruppo abeliano A di G ¢ large se
|A] > (A"

per ogni sottogruppo abeliano A* di G.

DEFINIZIONE 2. — Un sottogruppo Q di G ¢ centrally large, o un CL-sottogruppo,
se

QIIZ@)| = 1Q"[1Z(@")]
per ogni sottogruppo Q* di G.

Un CL-sottogruppo soddisfa la condizione

QI Ce@) = [Q7[1C6(@)]

per ogni sottogruppo Q" di G.
Se @, R sono CL-sottogruppi, allora

QR = RQ e un CL-sottogruppo di G,

cosi G contiene un unico CL-sottogruppo massimale.
Si ha una stretta connessione tra CL-sottogruppi e sottogruppi abeliani large. In
particolare, ogni CL-sottogruppo contiene un sottogruppo abeliano large, e se A € un



284 VALENTINA RUSSO

sottogruppo abeliano large di G e @ & un CL-sottogruppo di G, allora
QA = AQ e un CL-sottogruppo di G.

Cio fornisce una condizione sufficiente affinche J(G), il sottogruppo di Thompson di
G, generato dall'insieme dei sottogruppi abeliani large di G, sia un sottogruppo
proprio di G.

DEFINIZIONE 3. — Un CL-sottogruppo ¢ minimale se lo e rispetto allinclusione
nell’insieme dei CL-sottogruppi.

I CL-sottogruppi minimali hanno tutti lo stesso ordine e lo stesso sottogruppo
derivato, il quale e un sottogruppo caratteristico di G.

In particolari situazioni di “pushing-up” (in particolare si veda [4]), se G € un
gruppo finito ed S & un p-sottogruppo di Sylow di G, il sottogruppo derivato dei CL-
sottogruppi minimali di S € un sottogruppo normale di G.

Inoltre esiste un CL-sottogruppo minimale normalizzato da J(G), da tutti i CL-
sottogruppi minimali di G e da tutti i sottogruppi normali di G aventi classe di nil-
potenza al piu p — 1.

DEFINIZIONE 4. — G ¢ un self-minimal CL-gruppo, o un SMCL-gruppo, se ¢ un
CL-sottogruppo minimale di se stesso.

G e un SMCL-gruppo se e solo se
G| 12(G)] > |A]|Ca(A)|

per ogni sottogruppo normale abeliano A contenente propriamente Z(G).
In [3] e dato il seguente esempio di SMCL-gruppo:

e Sia N il gruppo di Nottingham per il campo finito F, e sia
{N,,, tale che » e un intero positivo}

una particolare serie discendente di sottogruppi normali di A (per le definizioni si
veda [1]). Allora N'/N 3 & un SMCL-gruppo di ordine p?*? e classe di nilpotenza p.

Nella tesi abbiamo studiato qualche ulteriore proprieta strutturale dei CL-sot-
togruppi di p-gruppi finiti, in particolare degli SMCL-gruppi, e abbiamo fornito altri
esempi e controesempi:

e Il gruppo libero G d-generato di esponente p e classe di nilpotenza 2, per d > 3
e p primo dispari, tale che |G| = p™“=" e |Z(@)| = |G| = p"=" & un SMCL-gruppo.

e Il gruppo libero G 2-generato di esponente p e classe di nilpotenza 3, per p > 5,
tale che |G| = p° e |Z(G)| = p? & un SMCL-gruppo.

e Se |Z(G)| = p, allora G non & un SMCL-gruppo; in particolare, i p-gruppi di
classe massimale non sono SMCL-gruppi.




CL-SOTTOGRUPPI DI p-GRUPPI FINITI 285

e Se |G/Z(G)| = p?, allora G non & un SMCL-gruppo.

e Sec>3e |y (@) = p,allora G non e un SMCL-gruppo.

e Se A e un sottogruppo normale abeliano massimale di G, [G,A] & ciclico e
(G, A]) C Z(G), allora G non e un SMCL-gruppo.

e Se G & un gruppo di classe di nilpotenza 2, allora se exp(G) = p e |G'| = p?,
oppure se G’ & ciclico, oppure se p # 2 e G’ & un sottogruppo abeliano di rango 2,
allora G non € un SMCL-gruppo.

I prineipali risultati ottenuti sono i seguenti:
11 prodotto diretto di due SMCL-gruppi & un SMCL-gruppo.
Un SMCL-gruppo G possiede un sottogruppo H tale che

G| 1Z(&)| = |H| |Co(H)|

se e solo se G = HK, con K = Cy(H), H = Cy(K). Inoltre, in tal caso, H, K sono
SMCL-gruppi.

Viceversa, se G ha una tale struttura, ovvero G = HK, con H = Cg(K),
K = Cg(H), e H, K sono SMCL-gruppi, allora G & un CL-sottogruppo di se stesso,
non necessariamente minimale, come i seguenti esempi mostrano:

e Siano Hy, Hy due copie dell’SMCL-gruppo libero 2-generato di esponente p e
classe di nilpotenza 3, per p > 5. Consideriamo il prodotto centrale G = H1Hs, con
Z(Hy) = Z(H3). Allora G € un SMCL-gruppo.

e Siano Hy, Hs due copie dell’'SMCL-gruppo libero 3-generato di esponente p e
classe di nilpotenza 2, per p > 5. Consideriamo il prodotto centrale G = H1Hs, con
Z(Hy) = Z(Hs) e supponiamo che —1 sia un quadrato mod p. Allora G non & un
SMCL-gruppo.

Se G & un SMCL-gruppo ed A e un gruppo abeliano, allora G x A & un SMCL-
gruppo; se H e un sottogruppo di G tale che HZ(G) = G, allora H € un SMCL-gruppo;
se N e un sottogruppo normale di G tale che N NG’ =1, allora G/N & un SMCL-
gruppo.

Da questo segue che la proprieta di essere un SMCL-gruppo & invariante per
isoclinismo (si veda [5]).

Non & quindi restrittivo considerare i cosiddetti gruppi stem della famiglia degli
SMCL-gruppi, ovvero gli SMCL-gruppi tali che Z(G) < @, allo scopo di classificare
questa speciale classe di p-gruppi finiti.
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