La Matematica nella Societa e nella
Cultura

RIVISTA DELL'UNIONE MATEMATICA ITALIANA

GUILLERMO GONZALO QUELALI

Equazioni differenziali non lineari di ordine
frazionario

La Matematica nella Societa e nella Cultura. Rivista dell’Unione
Matematica Italiana, Serie 1, Vol. 2 (2009), n.2 (Fascicolo Tesi di
Dottorato), p. 279-282.

Unione Matematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=RIUMI_2009_1_2_2_279_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per mo-
tivi di ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali.
Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RIUMI_2009_1_2_2_279_0
http://www.bdim.eu/

La Matematica nella Societd e nella Cultura. Rivista dell’'Unione Matematica
Italiana, Unione Matematica Italiana, 2009.



La Matematica nella Societa e nella Cultura
Rivista dell’'Unione Matematica Italiana
Serie I, Vol. II, Agosto 2009, 279-282

Equazioni differenziali non lineari di ordine frazionario

GUILLERMO GONZALO QUELALI

La tesi ha come obiettivo generale lo studio teorico delle equazioni differenziali di
ordine frazionario. L’argomento del calcolo frazionario si e fortemente sviluppato
durante le ultime decadi, infatti sono stati pubblicati recentemente una serie dilibri e
articoli su questo argomento (vedi ad esempio Podlubny [4], Miller e Ross [3]). La
maggior parte di questi testi sono rivolte alla risoluzione delle equazioni differenziali
di ordine frazionario con metodi dell’analisi numerica o con i metodi dell’analisi
funzionale.

Si sottolinea che il carattere non locale degli operatori frazionari € una caratte-
ristica principale per le applicazioni. I modelli frazionari sono relazionati con un gran
numero di processi della dinamica complessa corrispondente a problemi nell’ambito
di diversi campi, dalla biologia all’ elettromagnetismo. Gli specialisti di questi campi
applicati, fino a pochi anni fa, hanno privilegiato strumenti matematici di base tipo i
metodi stocastici o i modelli non lineari, mentre in questi ultimi anni il calcolo fra-
zionario, data la sua natura non locale, si € dimostrato come uno strumento com-
plementare di grande utilita. Nella tesi non abbiamo considerato le applicazioni del
caleolo frazionario.

I1 modo piti semplice per accedere all'idea del differenziale non-intero e degli
operatori integrali, studiati nel campo del calcolo frazionario, € dato tramite la
rappresentazione ben nota di Cauchy dell’ integrale n-simo come convoluzione del-
I'integrale
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doven € N,z € R e I" &I’ n-simo operatore integrale con I°f(x) = f(x). Sostituendo
il fattoriale discreto (rn — 1)! con la funzione continua di Eulero, la funzione gamma,
I'(n), che soddisfa la condizione (n — 1)! = I'(n) per n € I,

DEFINIZIONE 1. — La primitiva frazionaria di ordine s > 0 di una funzione
continua f : R" = {x € R,z > 0} — R ¢ data da
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X

J ﬁf(t)dt, S, ¥ € R+.
0
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il secondo membro é ben definito puntualmente su R*.

Gli aspetti pit importanti del caleolo frazionario provengono dalle derivate di
ordine non intero, che possiamo definire come segue

DEFINIZIONE 2. — La derivata frazionaria di ordine 0 < s < 1 di una funzione
continua f : R — R é dato da

1 a1 |
Df(x)_F(l—s)%J(ac—t)”‘f(t)dt’ 0<s<l, xeR,.
0

il secondo membro é ben definito puntualmente su R*.

Questa é la definizione della derivata di ordine frazionario che abbiamo adottato
nella dissertazione.

Recentemente molti articoli si sono occupati dello studio di esistenza e unicita
della soluzione per le equazioni differenziali non lineari frazionarie (in breve
N.F.D.E.). Diamo qui alcuni esempi principali.

In [2] Delbosco e Rodino hanno studiato I'esistenza di una soluzione per N.F.D.E.
Dy = f(e,u),dove 0 <s < 1,ef :[0,a] x R — R,0 < a < + oo € una data funzione
continua in (0, a) x R. Hanno ottenuto dei risultati applicando il teorema del punto
fisso di Schauder e il principio delle contrazione di Banach.

Zhang in [5] ha studiato I'esistenza delle soluzioni positive per 'equazione dif-
ferenziale frazionaria non lineare del tipo D*u = f(x,u), u(0) =0, 0 <s <1,
O<x<l.

Liang ha ottenuto I'esistenza usando un teorema del punto fisso di Krasnosel’skii-
Zabreiko per 'equazione differenziale frazionaria non lineare

(1) L(D)yu(x) = h(x)f(w), u0)=0, 0<a<1.
Babakhani e Daftardar-Gejji [1] hanno ricercato I'esistenza delle soluzioni posi-
tive nel caso dell’equazione differenziale frazionaria non lineare
LDyu(x) = f(e,u), u0)=0, 0<x<1,
dove L(D)=D% —ay 1D ' —---—a1 D", 0<s<sa<---<8,<1, ;>0

(G=1,2,....,m — 1) and D% ¢ la derivata frazionaria standard di Riemann-Liouville.

Veniamo al contenuto della tesi. Nel capitolo 1 abbiamo esaminato i risultati
dell’analisi funzionale, teoremi del punto fisso, di Schauder, il teorema della funzione
implicita e applicato agli operatori integrali, strumenti usati nelle dimostrazione di
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esistenza e unicita della soluzione. Nel eapitolo 2 sono stati richiamati le definizioni di
base e le proprieta di base del caleolo frazionario. Nei capitoli suceessivi sono stati
presentati i risultati, che interessano i problemi di autovalore non lineari. Ecco un
risultato, discusso nel capitolo 3. Considerato il problema:

PRrROBLEMA 3. (A) — Trovare una soluzione continua definita in [0, a] u # 0 per il
problema degli autovalori

(2) Diu(x) = JuP(x)

conl<s<lLO0<p<l
Introdotta la definizione di soluzione

DEFINIZIONE 4. — Una coppia (2, u) € R x C([0, a]) e soluzione dell’ equazione (2)
se

xX

9 L sl
w(x) = A e J (x =)’ uP@)dt
0

per ogni x € [0, al

N

E stato dimostrato il seguente

. 1 .
TEOREMA 5. — St assuma Ayp < Ta_s Il Problema A ammette un ramo di
soluzioni non nulle. Pin precisamente possiamo trovare un intervallo (11, Az2)
r (s +1- p)
1-p ,
3 M<lhp=——< A
(3) 1 0 r <ps +1- p) z
1-p

tale che per ogni A€ (J1,72) esiste una soluzione non banale u = u(l, x)
u € C°[0, a)).

Nei capitoli successivi abbiamo abbiamo provato a generalizzare questo risultato,
considerando due operatori nella stessa equazione, come nel problema degli auto-
valori.

PrOBLEMA 6. — Trovare una soluzione (4, u,u), u#0, A >0, £ >0, 1-u#0, su
[0, a] per Uequazione
4) Diu(x) — uD"x~*u(x) = Jul(x), u(0) =0,

conl<r<s<l0<p<l
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