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(micro-)Ipoellitticita Analitica e Gevrey per “Somme di Quadrati”:
un approccio via F.B.L.

GREGORIO CHINNI

La tesi e una breve introduzione al problema dell’ ipoelliticita analitica per ope-
ratori del secondo ordine che sono “somme di quadrati” di campi vettoriali. Nella
prima parte della tesi si introducono la tecnica utilizzata (si veda per maggiori det-
tagli [5]) ed alcuni argomenti base in analisi microlocale; nella seconda parte si di-
scutono i due problemi affrontati.

1. — Breve rassegna sulla trasformata F.B.I.

Descriviamo il principale strumento d’indagine utilizzato. La trasformata F.B.1. e
stata introdotta da Bros e Iagolnitzer e largamente sviluppata da Sjostrand, [5].

Sia « una distribuzione temperata, definiamo la sua trasformata F.B.1. a “fase
classica” come

Tu(z; A) = J e‘%“‘y)zu(y) dy
Rll
dove A >1ez € C". Tu & una funzione olomorfa in C" V.. Sia

. a2
9o(2) = sup (—%(%(z + y)2>) = (J?

yERﬂ

la funzione plurisubarmonica associata alla fase classica.
A T e associata una trasformazione canonica

. 2n 2n
HT. Cw‘(.) — ng

(w,i(z —w)) — (2,1 — w))

tale che Hy (T*RZ) = Ay, = {(2, —2i0.00(2))} = {y — n; n}. 4,, € unasottovarieta di

C" I-Lagrangiana e R-simplettica rispetto alla forma simplettica standard su C*",
n

o = d{; A dz;. Pit precisamente posto ¢ = o + iy si ha che 4, ¢ I-Lagrangiana
=1

se a;‘ " = 0, R-simplettica se op|, € una 2-forma chiusa non degenere. Si ha che se
Ay Apg

u e L2R") = Tu € L2(C", e 2®[(dz)) dove L(dz) & la misura di Lebesgue in
C":L(d2) = +(i/2)4dz A dz.
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Ricordiamo che data f € C>(U) si dice di classe Gevrey s, G*, se V K compatto in
U 3Ck tale che

|0f| < Ceal).

Definiamo dal punto di vista F.B.I. la nozione di fronte d’onda analitico e Gevrey.

DEFINIZIONE 1. — Presa u distribuzione a supporto compatto in R" diciamo che
il punto (Yo, ny) & WFs(u), con s > 1, se esiste un intorno Q di yo — in, in C"tale che

|Tu(2,;u)‘67%(ﬂo(@ < C@iml/s.

Diciamo che (yo, ny) ¢ WF () (fronte d’onda C*) se esiste un intorno Q diyy — in,
wm C" tale che

1Tu(z, e @ < CA™N VN eN.

Le disuguaglianze sono soddisfatte uniformemente per z € Q.

Bony (1977) ha provato che tali definizioni sono equivalenti a quelle classiche date
da Hérmander. Questa trasformata presenta due principali vantaggi: 1) la possibilita
di caratterizzare i fronti d’onda analitico e Gevrey senza 'uso di cut-off di tipo
Ehrenpreis; 12) trasferisce il problema dall’ambito reale a quello complesso, che
sembra essere pitl naturale almeno per questioni di ipoellitticita analitica.

2. — Una prova dell’Ipoellitticita per I’Operatore di Kohn via F.B.I.

Viene fornita una nuova prova sia dell'ipellitticita analitica che C* dell’operatore
di Kohn utilizzando la tecnica F.B.1., [5] [6]. La stessa prova permette di ottenere allo
stesso tempo entrambi i tipi di ipoellitticita.

J.J. Kohn ha provato, [4], I'ipoellitticita C> e nell’ appendice dello stesso lavoro
M.Derridj e D.S.Tartakoff I'ipoellitticita C®, per “'operatore di Kohn”

P(x;D,,D,) = (D, — ixD,) (D, + ixD,) + (D, + ixD,)a™ (D, — ixD,).

Ricordiamo che P & C®(C*>)-ipoellittico se per una data u € D'(U), dove U &
sottoinsieme aperto di R?, per cui Pu = f con f € C®(C™) si ha che u € C*(C*™).

L’operatore P rientra nella piti ampia classe degli operatoi “somme di quadrati” di
campi vettoriali a coefficenti comlossi; in questa situazione il celebrato teorema di
Hoérmander (1967) non vale. Pur valendo la condizione per cui i campi coinvolti ed i
loro commutatori di lunghezza al piti » generano tutta ’algebra di Lie non & detto che
Voperatore sia C*-ipoellittico. Se infatti si considera 'operatore P(x; D, D,) + D?
M. Christ(2004) ha provato che non e C*-ipoellittico. Sia X I'isieme caratteristico
associato a P e py = (0,%,0,7,) € 2 = {(0,%,0,5) € X con 5 > 0}. Dove con X* si
indicano le due componenti connesse di 2.

Seguendo l'idea di Sjostrand, [6], si ottiene
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TEOREMA 1. — Sia P Uoperatore di Kohn. Sia py € IT,(4, N ) allora vale

N
lellly0,< A[1Pully 0, + [lulll, 000,

dove HT(p()) = ﬁo €y C O CL

P indica loperatore P dopo la trasformata F.B.I., £€ indica la complessificata di 2 e
le norme sono definite come in [6]. Diamo particolare enfasi al fatto che la ¢ nella
stima si ottiene da ¢, tramite un’opportuno argomento di deformazione (per mag-
giori dettagli si veda [6]). Si puo allora concludere che

COROLLARIO 1. — St ha che: py¢ WE(Pu) = py¢& WE(); py¢ WF(Pu)=>
pot WE ().

3. — Regolarita Gevrey Microlocale Minimale per “Somme di Quadrati”

Viene provato un teorema di regolarita Gevrey microlocale minimale per ope-
ratori somme di quadrati di campi vettoriali a coefficenti reali analitici fornendo una
versione microlocale del noto teorema di Derridj e Zuily [2].

Si considerino i campi vettoriali a coefficienti reali analitici X;(x,D) con
j=1,....4,ex € 2 C R". Consideriamo

4
L(x,D) = X(x,Dy.
j=1

’ “ 3 3 1 a
Poperatore “somma di quadrati” dove D; = D, = \/—__1 8707

In questa situazione vale il celebrato Teorema di Hormander (1967).

Per ottenere una versione microlocale del teorema di Derridj e Zuily, [2], si
utilizza la stratificazione di Poisson-Treves della varieta caratteristica per operatori

somme di quadrati, [7].

TEOREMA 2 ([7]). — Sta 2 = Char(L), U'insteme caratteristico di L. Allora esiste
una stratificazione di X in varieta C*:1) ogni strato é una varieta analitica reale;
1w)la forma simplettica o ha rango costante su ogni strato; iit) sia X\, uno strato,
allova tutte le parentesi di Poisson dei campt vettoriali di lunghezza < v; si
annullano su X, ma esiste almeno una parentesi non nulla di lunghezza v; + 1.

Sia (19, &) un punto nell’insieme caratteristico 2 di L. Sia v(xg, &) il pit piccolo
numero per cui esiste una parentesi di lunghezza v(x, &) che non e identicamente
nulla in (xy, &), appartiene quindi ad una delle componenti connesse di X, &)
Indichiamo con v(xy, &) la profondita della stratificazione in (xg, &)).

Si ottiene il seguente risultato
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TEOREMA 3 (Albano-Bove-C. [1]). — Sia L definito come sopra. Sia (xg, &) un
punto nell’insieme caratteristico X di L e v(xg, &) la sua profondita. Allova L ¢
macrolocalmente Gevrey-v(xy, &) ipoellittico.

Osserviamo che v(xy, &) non e la regolarita Gevrey ottimale, ma e genericamente
ottimale.

Si consideri l'operatore D? —&-DZZ/ + @2 +y®)(@® +y? — 1)*D2. Si ha che X = 31U x?
dove S'={peT'R*:é=n=0¢e 22+ =0} e 2 ={pecT'R*:¢=np=0 e
2% 4+ y? = 1}. Per i punti in X7 il teorema da regolaria G anche se la regolarita otti-
male & analitica mentre su 22 il teorema da regolaritd G che corrisponde alla rego-
larita ottimale.

Per ottenere il risultato voluto si seguono I’ idea di Grigis e Sjostrand, [3], e si
utilizza la teoria degli Operatori Integrali di Fourier (FIO) via F.B.1., elaborata
in [3]. Si ha

TEOREMA 4 ([1]). — Sia L® la realizzazione in o di L dopo la trasformata F.B.1..
Sia Qo CC 21 CC Q. Si ottiene

22
Hlulpg, < C(IL%ul, 0, + 2l 010,)-
dove a ¢ una quantita positiva. (r = (g, &)

La stima ottenuta risulta ottimale ed & necessaria per avere la regolarita Gevrey
cercata. Per maggiori dettagli relativi alla notazione sivedano [2] e [1]. La funzione peso
¢ usata e ottenuta con una opportuna “perturbazione” di ¢, dipendente dal parametro 2.
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