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LETIZIA BRUNETTI

1. — Premessa

Le ipersuperficie luce rappresentano un campo di ricerca recente: i suoi maggiori
sviluppi risalgono agli anni ‘90, raccolti in [1]. Queste ipersuperficie sono iper-
superficie di una varieta semi—Riemanniana, dove tutti gli oggetti hanno un ca-
rattere causale cioé sono di tipo tempo, spazio e luce, e la metrica indotta su queste
dalla varita ambiente € una metrica semi—Riemanniana degenere; altre denomina-
zioni usate per individuare questi oggetti sono quelle di ipersuperficie degeneri o
singolari. Un’ipersuperficie luce M e molto diversa da una non—degenere e queste
differenze dipendono dal fatto che l'intersezione tra il fibrato vettoriale normale
TM+ ed il fibrato vettoriale tangente TM & non banale; si definisce, infatti, a partire
da questa intersezione la distribuzione Rad(TM) = TM+ N TM, detta “radicale di
M?, ed inoltre il fibrato vettoriale normale risulta essere contenuto nel fibrato vet-
toriale tangente (TM* = Rad(TM) C TM).

Sebbene siano evidenti le differenze tra questi studi e la teoria classica delle
sottovarieta non—degeneri, si continuera ad usare la terminologia classica, uti-
lizzando le denominazioni di connessione lineare, seconda forma fondamentale,
equazioni di Gauss e Weingarten.

L’interesse per questo argomento & crescente a motivo dell'importanza nelle
applicazioni in fisica-matematica, relativita e cosmologia. Le ipersuperficie di tipo
luce rappresentano modelli di tipi differenti di superficie di separazione tra domini
con differenti proprieta fisiche. Un esempio di quanto detto & dato dall’orizzonte
degli eventi del buco nero, ruotante con momento angolare J, in uno spazio-tempo
munito della metrica di Kerr:

(1)  ds® = p? (@ + d02> + (r® 4 6®)sin® Odg? — di* + Z%(a sin? Odyp — dt)?,

dove a = %, P2 =12+ a2cos? 0, A2 =2 — 2Mr + a2. L'orizzonte degli eventi & lo-

calizzato per un valore del raggio uguale a » = r+ := M + vV M? — a2, e rispetto alla
metrica (1) si tratta di un’ipersuperficie di tipo luce.

Si e quindi pensato di munire la varieta ambiente di S-strutture, per l'interesse
fisico e matematico nei confronti di queste strutture: le varieta Sasakiane sono un
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caso particolare di varieta munite di S-struttura; inoltre, L. K. Duggal ha provato
che e possibile munire lo spazio-tempo globalmente iperbolico e lo spazio-tempo di de
Sitter di strutture di questo tipo; per maggiori dettagli, si consulti [3].

In un’ipersupeficie luce M di una varietd semi—Riemanniana M, si determinano
delle decomposizioni, pili 0 meno standard, dei fibrati vettoriali 7M e TM| '

2) TM = Rad(TM) L S(TM) TM|,, = S(TM)L S(TM)",

dove S(TM) denota una distribuzione (non unica), detta distribuzione screen, com-
plementare del radicale nel fibrato tangente, ed il simbolo L denota una somma
diretta ortogonale. Il principale strumento tecnico e fornito dal seguente teorema.

TEOREMA 1 ([1]). — Sia (M, g, S(TM)) un’ipersuperficie luce di una varieta se-
mi-Riemanniana (M, 7). Allora esiste un unico sottofibrato vettoriale ltr(M) di TM
di rango uno, con varietd base M, tale che per ogni sezione non nulla E di TM* su
un mtorno coordinato U C M, esiste un’'unica sezione N di lir(M) su U soddi-
sfacente:

3) gN,E)=1, gN,N)=0, gN,W)=0 per ogni W € I'(S(TM)),,).

11 fibrato vettoriale ltr(M) ¢ detto fibrato vettoriale trasversale di tipo luce di M
rispetto a S(TM).

A partire da TM = Rad(TM) L S(TM) e possibile scrivere le equazioni di Gauss e
di Weingarten per M, e si definisce la connessione indotta V su M, che risulta essere
simmetrica ma non metrica.

2. — Ipersuperficie luce in S-varieta

Sia (M7, 9, ., 71") una f pk.-varieta, cioe p* = — I + 7 © &, e if"(&y) = I, esiag
una metrica semi-Riemanniana su M. Allora la f.pk-struttura e la metrica si dicono
”

compatibili se gpX,pY) =gX,Y) = 3 el QOi'(Y) e gX,&,) = &if'(X), dove

¢, = + 1 rispettivamente se &, & spacelikaef(l) timelike; in questo caso, laf.pk.-varieta e
detta metrica indefinita. Una f.pk.-varietd metrica indefinita M & detta S-varieta
indefinita se & normale e dij* = ®, essendo &(X,Y) = g(X, pY) perogni X e Y in TM.
Per queste varieta e stata determinata I’espressione del tensore di curvatura R di
tipo (0,4) nel caso in cui la curvatura p-sezionale, cioe la curvatura sezionale dei 2-
piani 7 = span{X, X} con X € TM non luce, risulti puntualmente costante.

Data una S-varieta (M, 9, &,, 7%, §) si & dimostrata I'esistenza di una distribuzione
screen tale che pE e &,, per ogni a € {1,...,7}, appartengano a S(TM), e questa
distribuzione screen ¢é stata scelta. E stato possibile definire altre distribuzioni su M,
per le quali sono state studiate condizioni di integrabilita, provando che sono di-
stribuzioni minimali. Sulle sottovarieta integrali & stato possibile definire una
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struttura di S-varieta, verificando che la connessione indotta € una connessione
simmetrica e metrica. A titolo esemplificativo, si citano alcuni dei risultati ottenuti.

TEOREMA 2. — Sia (M, g, S(TM)) un’ipersuperficie luce di una S-varieta in-
definita, con E sezione del radicale e N sezione di ltr(M) globalmente definite.
Allora (M, p,&,, U, 7", u) ¢ una f.pk.-varieta, dove U= —pN & di tipo luce e
uX) = g(X, - pB.

Nel caso di una S-varieta con curvatura p-sezionale costante, si & dimostrato il
seguente teorema:

TEOREMA 3. — Sia (M(c), p, &y, 7%, §) una S-space form indefinita e (M, g, S(TM))
una ipersuperficie luce. Se (M,g,S(TM)) ¢ totalmente ombelicale allora
c=¢e= > &, dovee, =g, &) ==+1

a=1

Da tale risultato si deduce il seguente corollario.

COROLLARIO 1. — Sia (M(c),p,E,,7,,9) una S-space form indefinita. Se c # &
allora non esiste una ipersuperficie luce totalmente ombelicale.

Inoltre, si sono trovati esempi significativi di S-strutture indefinite su R® con
r = 2e &, & entrambi di tipo tempo o entrambi di tipo spazio. Un terzo esempio con
&1, & di carattere causale differente @ stato costruito su R%.
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