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1. — Coomologia di fibrati vettoriali omogenei su varieta di bandiera

Una varieta di bandiera—detta anche varieta razionale omogenea—e un quo-
ziente G/P di un gruppo di Lie semisemplice G (complesso) con un suo sottogruppo
parabolico P. Un fibrato vettoriale £ su G/P & omogeneo se I'azione naturale del
gruppo G sulle classi laterali G/P puo essere sollevata ad un’azione su (le fibre di) £.
Tradizionalmente nello studio dei fibrati omogenei viene usata 'equivalenza di ca-
tegorie che li lega alla rappresentazioni di dimensione finita del sottogruppo para-
bolico P, ad anche ai Lie(P)-moduli interi. Questi oggetti hanno quindi una doppia
natura: essi appartengono sia al mondo della geometria algebrica che a quello di
teoria delle rappresentazioni, e possono essere studiati con strumenti provenienti da
entrambe le discipline. L’utilita di questo approccio puo non essere ovvia nel caso
degli spazi proiettivi, che sono forse il caso piu semplice di varieta razionali omo-
genee, ma diventa evidente gia per le Grassmanniane, ed ancora di pili per altre
varieta di bandiera.

Uno dei risultati piti importanti sui fibrati omogenei ¢ il teorema di Borel-Weil-
Bott, che calcola la coomologia di fibrati omogenei irriducibili sfruttando solo infor-
mazioni di teoria delle rappresentazioni. L’aggettivo irriducibile in questo contesto
significa che tale e la rappresentazione di P associata. Le rappresentazioni irriducibili
di P (e quindi i fibrati irriducibili su G/P) sono completamente classificate. Esse sono
caratterizzate da un unico peso massimale; denotiamo con ¥ il fibrato omogeneo ir-
riducibile corrispondente alla rappresentazione X; di P con peso massimale A. Si noti
che in questo caso il peso 4 appartiene alla camera di Weyl fondamentale della parte
riduttiva di P. Il parabolico P infatti si decompone in P = R - N una parte riduttiva (il
fattore di Levi) ed una parte unipotente. A livello di algebre di Lie la decomposizione
si legge come uno splitting Lie(P) = Lie(R) & Lie(N), ed una rappresentazione di
Lie(P) e completamente riducibile se e solo se € banale se ristrettaa Lie(V). Il teorema
di Borel-Weil-Bott fornisce un algoritmo per il caleolo dei gruppi di coomologia H'(E ;)
basato unicamente sull’orbita del peso 4 sotto I'azione affine del gruppo di Weyl.

Cosa si puo dire della coomologia nel caso non irriducibile? In generale il sotto-
gruppo P non é riduttivo, e questo complica non poco le cose. Ogni fibrato omogeneo
E & dotato di una filtrazione 0 C £y C ... C K}, = K, dove ogni E;/E; | € com-
pletamente riducibile. Per ogni E e per ogni filtrazione esiste una successione



212 ADA BORALEVI

spettrale che si avvicina alla coomologia H*(E). In [4] Ottaviani e Rubei danno un
metodo piu efficiente per il caleolo della coomologia, usando rappresentazioni di
quivers. L’idea originale di usare quivers per studiare fibrati omogenei risale a
Bondal e Kapranov [1], ed e stata poi migliorata da Hille [2].

Ad ogni varieta razionale omogenea GG/ P viene associato un quiver con relazioni
Qg/p- 11 gruppo G & preso semisemplice, complesso e di tipo ADE, poiche la co-
struzione del quiver ¢ ben compresa solo in questo caso. I vertici del quiver corri-
spondono a fibrati omogenei irriducibili, che sono identificati ai pesi R-dominanti del
fattore di Levi R di P. Le frecce (modulo traslazioni) del quiver corrispondono ai pesi
della sottoalgebra nilpotente Lie(N) di Lie(P).

Dato un fibrato omogeneo £ su G/ P, € possibile associargli una rappresentazione
del quiver Qg/p, che indichiamo con [£]. Imponendo sul quiver relazioni appropriate
si ottiene un’equivalenza di categorie tra fibrati omogenei su G/ P e rappresentazioni
di dimensione finita di Qg p. Il punto chiave consiste nel restringere il Lie(P)-modulo
E alla parte riduttiva Lie(R), ottenendo il graduato associato grE. La sottoalgebra
Lie(N) e essa stessa un Lie(R)-modulo per mezzo dell’azione aggiunta, e questo
fornisce un morfismo naturale 0 : Lie(N) ® grE — grE. Facendo i conti e facile ac-
corgersi che ¢’¢ un’equivalenza di categorie tra i Lie(P)-moduli interi £ e le coppie
(grE, 0), nel caso in cui 0 soddisfi la particolare uguaglianza 6 A 6 = 0y, dove ¢ € la
mappa che trasforma il prodotto wedge nel Lie bracket (tensorizzata con I'identita).
Questa equivalenza permette di “separare” le due informazioni che definiscono il
fibrato £ rispettivamente sulla parte riduttiva e nilpotente di Lie(P), e quindi di
estrapolare I'informazione di cui abbiamo bisogno per definire la rappresentazione
[E]rispettivamente sui vertici e sulle frecce del quiver. Il morfismo 6 contiene inoltre
le relazioni che dobbiamo imporre sulle frecce del quiver per ottenere 'equivalenza
di categorie.

La coomologia di un fibrato vettoriale omogeneo £ e ottenuta in [4] come coo-
mologia di un complesso (H*(grE),c.). Le applicazioni lineari ¢; sono costruite
componendo le mappe della rappresentazione del quiver [£] lungo i segmenti che
uniscono i vertici del quiver con il loro riflesso simmetrico nella camera di Bott
adiacente, seguendo cioe le orbite affini di Weyl come prescritto dall’algoritmo di
Borel-Weil-Bott. I1loro risultato vale nel caso in cui G /P & Hermitiana simmetrica, di
tipo ADE. Sinoti che in questo caso 'uguaglianza fondamentale 6 A 0 = 0p e ridotta
alla piu semplice relazione 0 A 0 = 0.

Nel caso non Hermitiano simmetrico le cose sono complicate dal fatto che ci sono
frecce nel quiver che corrispondono ad elementi dell’algebra derivata [Lie(N),
Lie(N)]. Tuttavia se ci limitiamo a calcolare le sezioni dei fibrati omogenei tale
proplema puo essere evitato. Il punto centrale nella nostra costruzione, come in
quella di Ottaviani e Rubei € lo studio di fibrati omogenei speciali, la cui rap-
presentazione del quiver associata ha supporto su un quiver di tipo A,,, e che quindi
godono di “buone” proprieta di spezzamento previste dalla teoria dei quivers. Grazie
a questi fibrati e possibile dare un’interpretazione della mappa cobordo in coomo-
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logia come mappa di rappresentazioni di quivers, e di collegarla quindi alla mappa
co : H'(grE) — H'(g7E), che generalizza la costruzione di [4] per tutte le varieta
razionali omogenee di tipo ADE. Il risultato principale & il seguente:

TEOREMA 1. — Sia E un fibrato vettoriale omogeneo su una varieta razionale
omogenea G /P, dove G & un gruppo di Lie complesso, semisemplice e di tipo ADE e
P un suo sottogruppo parabolico. Si consideri il morfismo co : H(grE) — HY(grE)
ottenuto componendo le applicaziont lineari nella rappresentazione [E] del quiver
Qg /p lungo i segmenti che collegano ogni vertice in H*(grE) con i lovo riflessi nel-
Vadiacente camera di Bott. Si ha che: HY(E) = ker ¢.

2. — Semplicita e stabilita del fibrato tangente su varieta di bandiera

Usando il quiver descritto sopra e possibile dimostrare che i fibrati omogenei la
cui rappresentazione del quiver associata ha una configurazione particolare—questi
fibrati sono detti multiplicity free—sono debolmente semplici, che significa che i loro
unici endomorfismi G-invarianti sono multipli scalari dell’identita. Il risultato e vero
su ogni G/P, con G semplice, complesso e di tipo ADE:

ProposizIONE 1. — Sia E un fibrato vettoriale omogeneo multiplicity free su
una varieta razionale omogenea G /P, con G semplice, complesso e di tipo ADE.
Sia k il numero delle componenti connesse del supporto della rappresentazione [F]
del quiver Qg/p. Si ha che H(End E)Y = C*. In particolare se tale supporto ¢
connesso, il fibrato E ¢ debolmente semplice.

E facile dimostrare che data una qualsiasi varieta come nella Proposizione 1, il
fibrato tangente 7T'/p € multiplicity free e con supporto connesso. Inoltre un argo-
mento combinatorico prova che la componente isotipica H*(End Tg, )¢ coincide con
l'intero spazio H(End T /p), € quindi che, in altre parole, il fibrato e semplice:

TEOREMA 2. — 11 fibrato tangente T p di una varieta razionale omogenea G /P
(G semplice, complesso e di tipo ADE) ¢ semplice.

In[5] Ramanan ha dimostrato chei fibrati omogenei irriducibili su varieta razionali
omogenei sono stabili, e quindi in particolare semplici. Nel caso Hermitiano simme-
trico questo risultato si applica al fibrato tangente, quindi il Teorema 2 puo essere
pensato come una generalizzazione del risultato di Ramanan. Cosa si puo dire sulla
stabilita nel caso generale? Una varieta razionale omogenea puo essere vista come una
varieta di Kéhler, ed in quanto tale essa ammette una struttura di Hermite-Einstein.
In virti della corrispondenza di Hitchin-Kobayashi questo equivale alla polistabilita
del fibrato tangente. Un fibrato polistabile e somma diretta di fibrati stabili con la
stessa pendenza. Questa osservazione unita alla semplicita insieme danno:
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TEOREMA 3. — Sia Tg/p il fibrato tangente di una varieta razionale omogenea
G/P (G semplice, complesso e di tipo ADE). Tgp é stabile rispetto alla polarizza-
zione anticanonica —Kg/p indotta dalla struttura di Hermite-Einstein.

Nel caso in cui G/P & una varieta di incidenza punto-iperpiano in P”, nella mia tesi
¢ possibile ottenere una completa caratterizzazione della stabilita del fibrato tan-
gente rispetto a diverse polarizzazioni:

ProposIZIONE 2. — Sia F' = F(0,n — 1,n) la varieta di incidenza punto-iper-
piano, e sia:

—n+nVv4an? +4n — 3

) = T 1)

11 fibrato tangente Tr ¢ stabile rispetto alla polarizzazione Op(a,b) se e solo se ¢é
semistabile se e solo se m(n)a < b < m(n) ‘a.

L’ultima parte della tesi e dedicata al problema di costruire spazi di moduli.
Generalizzo alcuni risultati di [4], dove gli autori dimostrano che la nozione di se-
mistabilita per una rappresentazione [£] del quiver Qg /p introdotta da King [3] é
equivalente alla classica nozione di semistabilita di Mumford-Takemoto del fibrato £
su G/P associato. Si possono quindi costruire spazi di moduli di fibrati omogenei
semistabili £ con graduato gr¥ fisso su tutte le varieta razionali omogenee G/P di
tipo ADE.
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