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Un processo di nascita e crescita per insiemi aleatori chiusi basato
sulla somma di Minkowski

ENEA GIUSEPPE BONGIORNO

Iprocessi dinascita e crescita hanno un ruoloimportante nella descrizione di svariati
fenomeni naturali e in diverse applicazioni tecnologiche: solidificazioni e passaggi di
stato di materiali, crescita di cristalli, biomineralizzazione, etc (cf. [1]). Negli anni, molti
autori hanno studiato processistocastici spaziali conlo scopo dimodellare fenomenireali
soprattutto da un punto di vista statico (cf. [3]). Per gli aspetti dinamici, sono stati pre-
sentati modelli parametrici di nascita e crescita. Formalmente, un processo di nascita e

crescita e unafamiglia di insiemi aleatori chiusi (RaCS) datoda®; = | @tT (X,,), con
n:T,<t
t > 0,dove 0’5T (X,,) eil RaCS ottenuto dall’evoluzione fino al tempo ¢ > T, di un nucleo

nato ad un istante (casuale) T, in una posizione (casuale) X,,, secondo un prefissato
modello di erescita. Nella modellizzazione, & spesso usato un approccio analitico: si as-
sume che la crescita di un nucleo sferico di raggio infinitesimo avvenga con velocita
normale positiva; cioe, ad ogni istante ¢, un punto della frontiera del nucleo x € 960
“cresce” lungo la direzione normale uscente. Per questi modelli, sono stati studiati, negli
anni, diversi stimatori parametrici e non. Osserviamo che I'esistenza di un vettore nor-
male uscente impone delle condizioni di regolarita per la frontiera 06, (e di conseguenza
anche per il processo di nucleazione che non puo essere un semplice processo di punto).

Nella tesi e stato definito rigorosamente un processo di nascita e crescita come
un’opportuna combinazione, che coinvolge la somma di Minkowski e l'integrale di
Aumann, di due processi di RaCS che rappresentano rispettivamente il processo di na-
scita (o nucleazione) {B; },.(;, 7 € il processo di crescita {Gy },p;, 7). L’approccio & pura-
mente geometrico (stocastico) e permette di evitareiproblemidiregolarita allafrontiera
dei casi analitici. Con questo modello, la crescita e generalmente anisotropa e non locale;
cioe, fissato un istante di tempo, la crescita e la stessa in ogni punto dello spazio.

Nella tesi e stato studiato un teorema di decomposizione per caratterizzare il
processo di nascita e di crescita; cio permette di studiare i processi anche da un punto
di vista statistico/computazionale. Sono definiti degli stimatori consistenti per il
processo di crescita. Inoltre, e stata fornita una procedura per la stima del funzionale
di hitting del processo di nucleazione.

Concetti Preliminari

Sia I la famiglia di tutti i sottoinsiemi chiusi di ¥ = R? e sia ' = F \ {0}. I pedici
b, k e ¢ indicheranno le proprieta di limitatezza, compattezza e convessita. Per ogni
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A,B C X ea >0, consideriamo
A+B={a+b:acA beB}, AcB=A°+B’ A={-a:acA},
dove A® = X\ A, x +A = {x} + A, e, per definizione, § + A = () = af). Nel seguito,

la somma si intendera tra insiemi chiusi con almeno uno dei due limitato. Allora vale:
seA € FeB eI allora A + B € F. Definiamo la distanza di Hausdorff con

0(A,B) = max{ sup { 1nf la — b||,c,sup 1nf la — b||%} VA,B € .
acA b

Un mappa X :(Q,F,u) — ' (con p misura finita) & misurabile se linsieme
{w € Q: X(w)N K # 0} & misurabile per ogni compatto K € Fy. Se x & una misura di
probabilita, allora X é detto insieme aleatorio chiuso (RaCS). Sia X un RaCS, allora
{Tx(K) =PXNK #0),K € F,} &1il suo funzionale di hitting. Il noto Teorema di
Matheron stabilisce che, la legge di probabilita Px di un qualsiasi RaCS X & uni-
vocamente determinato dal suo funzionale di hitting e quindi da Qx(K) =1 — Tx(K)
[2]. Un RaCS X e stazionario se Tx(K) = Tx(K + v) per ogni K € I, e v € X. Un
RaCS stazionario X & ergodico, se, per ogni K1, K» € I,

ml, | J Qx((K1 +v) U Kp)dv — Qx(K1)Qx(Kz),

dove W; e convesso, compatto, W; C W;,1 per ognii € N e W, | X per i — oo.
L’integrale di Aumann di una mappa X : (Q, F, ) — I misurabile & definito
da [ Xdu= { fadu:x e Sy}, perA € F,edoveSy = {x € L'[Q; X] : « € X p-q.0.}

a a
e [adu & lintegrale di Bochner in L'[Q; X].
o

Modello di Nascita e Crescita

Sia [to, T1 C R un intervallo temporale, e sia (Q, F, {F},cp4, 1y, ) uno spazio di
probabilita filtrato, con le usuali proprleta per la filtrazione {F t}te o, Consideriamo
due mappe B, G : Q x [ty, T1 — [’ (il processo di nascita e di cresczta) per le quali
valgano le seguenti ipotesi. e Per ogni ¢ € [ty, T'l, By = B(-,t) & un RaCS definito su
(Q, Ft, P),i.e. B; é unprocesso di RaCS adattato a {F, t}te[to,T]- e B; & non decrescente:
perognit, s € [ty, Tlcons < t,Bs C By.ePerogniw € Q,t € [y, T1,0 € G(w, t). ® Per
ogni w € Q,t € [ty, T'], G(w,t) & convesso, i.e. G: Q x [ty, T] — I¥.. @ Esiste K € I},
tale che G(w,t) C K per ogni t € [ty, T], w € Q. ¢ G &€ P—misurabile. Dove P ¢ la o-
algebra prevedibile su Q x [t, Tl generata dai processi di RaCS {Xi},(,, 1), adattati
alla filtrazione {F}(;, 1), con traiettorie Hausdorff—continue a sinistra su [to, T'].

Perognit € [ty, T1 C R,n € N, e per ogni partizione IT = ()i, di[%o, t], definiamo

¢ ¢
(1) spt) =sp = (Nto JG(‘L’)d‘L’) (ANti + JG(‘L’)d‘L’)

to t;
t

t
2) Sp®) =8 = (Nt0 + JG(‘[)d‘[) U (ANti + J G(‘[)d‘[)

to =1 i1
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dove ANy, = Ny, \ Ny (Nf e lapertura di Nt ,) e I'integrale & quello di Aumann
rispetto alla misura di Lebesgue dr = dyu;. Nella tesi si dimostra la seguente.

PROPOSIZIONE 1. — IT una partizione di[ty, t]. sy e S sono RaCStalichesy C Sy
g.c. Se IT' ¢ un raffinamento di I1, allova sy C sy e S;p € Sp7 quast certamente.

Inolire, se {11}, ¢ una successione di mfﬁnamenti su [to,t] (11| — 0 se
7] — 00), allora hm 5(817 ,SH) =0 q.c; e se {11}, e una diversa successione di

raffinamenti su [to, tl, allora

lim 6(sp7;, 877) =0 e limd(Sy;,Sp) =0, q.c.

l— I— o0

DEFINIZIONE 1. — Per ogni t € [ty, T], sia {Hj}je\v una successione di raffina-
mento di [to,t] e sia O il RaCS definito da

U s, (t) = ( lim s7,(t)) = 6, = hm S, ) = () S, ®.

jeN jeN

O ={6;:t € [ty, T]} ¢ chiamato processo aleatorio geometrico G-RaP (su [ty, T']).

Quindi, data una sequenza di raffinamenti {/7;};.\ su [f,?], i RaCS sy, e Sy,
giocano lo stesso ruolo che le somme inferiori e superiori hanno nella definizione
dell'integrale di Riemann. Nei fatti, se indichiamo con @; il loro valore limite (cf.
Definizione 1), si; e S 1; diventano rispettivamente approssimazioni inferiori e su-
perioridi 6;. Questo raglonamento evitai probleml che sorgono nel considerare unioni
non numerabili nelle (1), (2). Osserviamo che @ e un processo q.c. non decrescente
adattato alla filtrazione {F},.; 7). Inoltre, le ipotesi sui processi N; e Gt sono cosi
generali che il modello puo descrivere una vasta famiglia di insiemi aleatori classici e
processi di evoluzione (per esempio, il modello Booleano e un G-RaP a “crescitanulla”).

Infine, con un abuso delle notazioni, adottiamo le seguenti formulazioni infini-
tesime e differenziali per il modello; fissato ¢ € [ty, T'],

t ¢ t
6, = <Nt0 + JG(T)dr) ulJ (@N, + JG(r)dr),

to s=to S

dO; = +Gdt U dNy, 0 Ot qt = (O + Gedt) U dNy.

In parole povere, I'incremento d@;, durante l'infinitesimo intervallo temporale dt, &
un allargamento dovuto all'infinitesimo addendo G.dt seguito dall'unione con I'infi-
nitesima nucleazione dN;.

Aspetti Statistici.

Un campione del processo di nascita e crescita © e solitamente una successione
temporale di immagini, diciamo 0,1, ©,, (per semplicita X e Y) legati nel seguente
modello a tempo discreto.

O — @1 +G)UBy,, n>1,
L B()7 n = 0.
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Dati X e Y, siano Gl = (Yw © Xyyop) N K, e G = {[Yw UK Xw)l o Xw} N K,

dove Yy =YNnWe aﬁ,K Xw) = Xw + K) \ W. Si dimostra che questi sono stima-
tori ben definiti per G, riducono gli effetti di bordo e sono consistenti.

PRrOPOSIZIONE 2. — Stano Y, X RaCS e 0 € G = YoXC K. Allora, per ogni
We D Wy, G C G1 c G1 In particolare, ﬂ G1 =Ge hm S(GL ,G) = 0. Inoltre,

per ogni W € T, G C G2 C G G%;Vz S0mo conszstentz (@ e. se wW1x G%VZ 1 G).
Siano X, Y RaCS q.c. chmsz regolari [3]. Siano G,B due RaCS per cui
Y = (X 4+ G) U B, con Bun RaCS ergodico indipendente da G e X, e con G q.c. chiuso

. 3 / -~ A
regolare. Allora, per ogni K € I}, |Qy$W(K)/QX GW(K) QpK)| %0, q.c.
Osserviamo come questo teorema ci permetta di effettuare dei test sul processo di
nucleazione nonostante esso non sia direttamente osservabile dato che 'ennesima
nucleazione puo essere coperta dalla nascita di altri nuclei o dalla loro evoluzione.

Fig. 1. — Due immagini a tempi distinti di un processo di nascita e crescita e immagini

(ingrandite) della crescita usata per la simulazione e di G%, G e thzv oR
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