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Sottovarieta Kéihler e para-Kéhler di una varieta
para-quaternionale Kihleriana

MASSIMO VACCARO

Una varieta para-quaternionale Kihleriana & I'analogo di una varieta qua-
ternionale Kéhleriana che ricordiamo & una varietd Riemanniana (M*", g) con gruppo
di olonomia Hol C Sp; - Sp,. Questo implica I'esistenza di un sottofibrato 3-di-
mensionale parallelo @ C EndTM del fibrato degli endomorfismi localmente gene-
rato da tre strutture quasi complesse anticommutanti e antisimmetriche J;, J2,J3 =
JiJy = —JoJv, JF = —Id.

Una varieta pseudo-Riemanniana (M*", g) con olonomia Hol C Spi(R) - Sp,(R) &
detta varietd para-quaternionale Kihleriana. Come nel caso richiamato, cio implica
I'esistenza di un sottofibrato 3-dimensionale parallelo @ C EndTM del fibrato degli
endomorfismi localmente generato da tre endomorfismi anticommutanti e anti-
simmetrici J1, J2, /3 soddisfacenti le relazioni para-quaternionali

(1) =R =JE=1d, Ty = —Jody = T,

Come nel caso quaternionale anche le varieta para-quaternionali Kéhleriane sono di
Einstein. Oggetto della tesi e lo studio delle sottovarieta pseudo-Kéhler e para-
Kihler di una varieta para-quaternionale Kéhleriana.

1. — Sottospazi invarianti di uno spazio para-quaternionale Hermitiano.

La prima parte della tesi tratta di aspetti algebrici riguardanti spazi vettoriali con
strutture para-Hermitiane e para-quaternionali in particolare Hermitiane. Innanzi-
tutto si dimostrala corrispondenza biunivoca tra 1) strutture para-Hermitiane (g, K) su
V (K € EndV, K? = Id), 2) metriche ¢ (di segnatura neutra) associate ad una de-
composizione V =V @&V~ con V' e V™ totalmente isotropi, 3) forme simplettiche w,
associate ad una decomposizione bi-Lagrangiana V = V* @ V. Una struttura para-
ipercomplessa su V", cioé una terna di endomorfismiJ 1,J2,J3 che soddisfale relazioni
para-quaternionali (1) definisce su V' la struttura di I{-modulo. Con I indichiamo
lalgebra di Clifford Cl; 1(R) ~ Clpo(IR) dei para-quaternioni. L’algebra [l e isomorfa,
come algebra reale normata, a Mai(2, R); dal teorema di Wedderburn ricaviamo
pertanto che ogni F-modulo € somma diretta di sottospazi invarianti 2-dimensionali.

Una sottoalgebra di Lie ¢ C End(V) si dice una struttura para-quaternionale
sullo spazio vettoriale V se & generata su R da una struttura para-ipercomplessa
(J1,J2,J3). Si dimostra che dimV =2n e (V,Q) ~ (H? @ E", 3[(H)) ove H ~ R? e
E ~R", e 3[(H)) é Palgebra di Lie del gruppo di Lie lineare SL(H).

Se (V, g) e uno spazio pseudo-Euclideo e @ consiste di endomorfismi antisimmetrici
allora (@, g) si dice struttura para-quaternionale Hermitiana. Si dimostra che ogni
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spazio vettoriale con struttura Hermitiana para-quaternionale (V, Q, ¢)hadimensione
4n ed e isomorfo allo spazio para-quaternionale Hermitiano standard, cioé:

V,Q,9) ~ (H? 2 B2, ap(H) ~ 3l(H), o @ o),

ove (Ij2 ~ RZ, o) e (B2 ~ RZ", ") sono simplettici. La struttura para-quaternio-
nale @ ~ 3[(H) consiste di endomorfismi A di H? di traccia nulla che agiscono su V
secondo A(h ® e) = Ah ® e. Lametrica g = o ® o di segnatura (2n,2n) & data da

ghoel )=o) ofee), hh cH, eecck.

Inoltre, per ogni & € H?, il sottospazio h ® E & totalmente isotropo.
11 gruppo Sp1(R) - Sp,(R) & il gruppo degli automorfismi di V4" che preserva la
metrica pseudo-Euclidea g di segnatura neutra e la struttura para-quaternionale Q.
Preso in considerazione uno spazio vettoriale para-quaternionale Hermitiano, si e
proceduto a caratterizzare i seguenti sottospazi invarianti per I'azione di determi-
nate strutture indotte dall’ambiente e di cui qui ricordiamo le definizioni.

Un sottospazio U C V dello spazio para-quaternionale Hermitiano (V4" @,g),
non degenere rispetto alla metrica indotta, si dice:

a) Hermitiano se € invariante per una struttura complessa I € @, cioe IU = U;

b) totalmente complesso se esiste una struttura complessa I € @ ed una para-
complessa K € @ tra loro anticommutanti tali che IU = U, KU L U;

¢) para-Hermitiano se esiste K € Q, K% = Id tale che KU = U ; _

d) totalmente para-complesso se esiste una struttura complessa I € @ ed una
para-complessa K € @ tra loro anticommutanti tali che KU = U, IU 1L U;_

e) totalmente reale se, per ogni base para-ipercomplessa (I,J,K) di @ si ha:
IUL1LU,JU LU, KULU; _

f) para-quaternionale se € Q-invariante, cioe, per ogni base para-ipercomplessa
({,J,K)diQ,siha: IUCU, JUcCU, KU CU.

Riportiamo solo aleuni dei risultati ottenuti:

PROPOSIZIONE 1. — Sia F' C E?* un sottospazio di dimensione 2k di E** e sia
L € Aut(F, 0" |p), L? = —Id una struttura complessa su F, tale che la forma
bilineare simmetrica

Q'L(f7f/):(x)E(f7Lf/)—a)E(Lf,f/) Vf,fIEF
sia non degenere su F. Allora U=U"" = {X =l @f +ho @ Lf,f € F} ¢ un
sottospazio totalmente complesso di dimensione 2k dello spazio para-quaternionale
Hermitiano V ed ogni sottospazio totalmente complesso ha tale forma. Inoltre la
segnatura 2p,2q), p + q =k, della metrica su U eguaglia la segnatura della me-
trica Hermitiana g~ su F.

PROPOSIZIONE 2. — Sia E' = E1 @ E> una decomposizione di un sottospazio -
non degenere di E nella somma dirvetta di due sottospazi Lagrangioni. Sia L : E; — Ey
una mappa lineare iniettiva, L € 3pE(H), cioé o (e, Lf) + o (Le, f) = 0 Ve, f € E.
Allora il sottospazio U = U" := {X = hy ® e + ha @ Le, e € E1} ¢ totalmente reale
wm V. Viceversa, ogni sottospazio totalmente reale di V ha tale forma.
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2. — Sottovarieta pseudo Kihler e para-Kihler di una varieta para-quaternio-
nale Kihleriana

Sia (M*", Q, §) una varietd para-quaternionale Kihleriana e sia v la curvatura sca-
lare ridotta. Ricordiamo che VJ, = —gw, ® Jp + 6,03 @ J,, ove (a, f,7) € una per-
mutazione ciclicadi(1,2,3), (¢1,e2,e3) = (—1,1,1) e w;, 1 = 1, 2, 3, sono 1-forme definite
localmente. Indichiamo con F, := g(J,-, -) la forma fondamentale associata con J,.

Una sottovarietd M?™ C M*" con metrica indotta g non degenere & detta quasi
Hermitiana (risp. quasi para-Hermitiana) se e data una struttura quasi complessa
J (risp. quasi para-complessa K) su M, g-antisimmetrica, indotta da una sezione
J1 (risp. J2) del fibrato Q|- Una sottovarieta quasi (para-)Hermitiana si dice
(para-)Hermitiana se la struttura quasi complessa J (quasi para-complessa K) &
integrabile, quasi (para-)Kéhler se la forma di Kéhler F =goJ (F=goK) &
chiusa, nearly (para-)Kéihler se dF = VF e (para-)Kihler se J (ovvero K) e quindi
F ¢ parallela (V e la connessione di Levi-Civita).

Si dimostra che una sottovarietd quasi Hermitiana (M?™,J,g), m > 1 (risp.
una sottovarietd quasi para-Hermitiana (M?*", K,g), m > 1) della varietad para-
quaternionale Kihleriana (M‘“7 Q g) & integrabile se e solo se la 1-forma locale
w=w3odJ —wp (risp. ¥ = w; o K 4+ w3) su M?" associata ad una base adattata
(J,) € identicamente nulla.

Sia (M?™,J,g) una varietd quasi Hermitiana (rvisp. (M*",K,g) quasi para-
Hermitiana). Per ogni # € M indichiamo con T,M il sottospazio massimale Q-
invariante dello spazio tangente T,M. Allora T.M =T,M & D, ove D, & un
complementare, eventualmente degenere, totalmente complesso (risp. to-
talmente para-complesso). Si dimostra che in ogni punto & € M?” dove il tensore
di Nijenhuis N(J), #0 (risp. N(K), # 0) il sottospazio D, e 2-dimensionale
ovvero si riduce a {0}. Segue che una condizione sufficiente di integrabilita e che
dim(D,) > 2 su un aperto denso U C M ovvero, in caso la sottovarieta sia
analitica, dim(D,) >2 in un punto x € M. Ogni sottovarieta quasi (para-
)Kéhleriana M*", m # 2, m # 3, di M & (para-) Kihler. Inoltre una sottovarieta
quasi Hermitiana (risp. quasi para-Hermitiana) M?", m > 1, di M & Kihler (risp.
para-Kihler) se e solo se per ogni x € M si ha 2|p, = 03]y, =0 (risp.
wi|g, y = W3]y, = 0) 0 equivalentemente Jo(T, M) L T, M (rlsp J3(T M)L T, M),
dove w, sono 1-forme associate ad una base adattata (J,).

Analogamente alle sottovarieta Kihler in ambiente quaternionale Kéhleriano,
ogni sottovarieta pseudo-Kéhler e para-Kihler di una varietd para-quaternionale
Kihleriana & minima. Se inoltre M*" ha v # 0, ogni sottovarietd totalmente com-
plessa (Jo T, M 1L T, M, ¥x € M) é Kéhler e viceversa. Analoga equivalenza vale tra
sottovarieta para-Kéhler e totalmente para-complesse. Particolare attenzione viene
posta al caso di sottovarieta pseudo Kéhleriana M di dimensione massima, cioe 2n, in
M* Q.9). In questo caso, usando l'isomorfismo Js : TM — T+M tra il fibrato
tangente e quello normale, si identifica la seconda forma fondamentale % di M con
il tensore di forma C = Js o h € TM @ S?T*M. 1’associato tensore covariante g o C
ha la forma gC =q+ g dove ¢ €S3T;1’OM e una forma cubica olomorfa; con
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T"M = T'M + T%'M si indica la decomposizione del fibrato tangente com-
plessificato nella parte olomorfa e antiolomorfa e con T*“M = T*10M + T*%1M 1a
decomposizione duale del fibrato cotangente.

Analogamente, nel caso di sottovarieta para-Kihleriane (M**, K, g) di massima
dimensione in (M*",Q, ), tramite 'isomorfismo J3 : TM — T-M, si identifica la
seconda forma fondamentale / di M con il tensore di forma C = Jz o k.

Considerando la decomposizione bi-Langrangiana TM = T+ M + T~ M del fibrato
tangente corrispondente agli autovalori +£1 di K e la decomposizione duale "M =
(T*)*M + (T~)*M del cotangente, siha gC = q* +q~ € S*(T*)'M + S*(T-)'M.

Si calcolano le equazioni di Gauss-Codazzi e I'espressione del tensore di Rieci
Ricy; in termini di C. Indicando con H indifferentemente la struttura complessa e
para-complessa, si ha inoltre che (M?", H, g) & parallela se e solo se

Viene studiato il caso in cui (M*",Q, ) sia localmente simmetrica ed in particolare
una space form non piatta. Concludiamo con le seguenti caratterizzazioni.

PROPOSIZIONE 8. — Sia (M*",J,g) una sottovarieta Kihleriana parallela di
una varieta Kihleriana para-quaternionale M** con v # 0. Se non é totalmente
geodetica, allora su M esiste una sottofibrato complesso 1-dimensionale parallelo
L canonicamente definito del fibrato S3(T*1°M) delle forme cubiche olomorfe tale
che la curvatura della connessione V¥ indotta dalla connessione di Levi-Civita V é
data da R* = ivF, dove F = g o J ¢ la forma di Kihler di M.

PROPOSIZIONE 4. — Sia (M?", K, g) una sottovarieta para-Kihleriana parallela di
una varieta para-quaternionale Kdihleriana M** con v # 0. Se non é totalmente
geodetica allora su M esistono due sottofibrati realt 1-dimensionali L :=
Rgt ¢ S3(T*)e L™ := Rq~ c S3(T™) del fibrato S>(T*M) delle forme cubiche (veali),
globalmente definiti e paralleli. La curvatura delle connessioni V2 e VE indotte
dalla connessione di Levi-Civita V sui duefibrati hala forma R*" = —vF, R = VF,
dove F = g o K ¢ la forma di Kdhler di M.
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