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1. — Introduzione.

In questa tesi si studia il comportamento per tempi lunghi di alcune equazioni di
evoluzione per le quali piti di una soluzione puo originarsi da un assegnato dato
iniziale. Il problema della non unicita puo essere dovuto a diversi motivi. Prima di
tutto, puo esserci una genuina non unicita di soluzioni (come, per esempio, in alcune
equazioni di tipo “doubly nonlinear” o per equazioni di tipo gradient flow per
potenziali non convessi, due esempi studiati dettagliatamente nella tesi). Seconda-
riamente, puo non essere noto un risultato di unicita. Questo € il caso, ad esempio, di
alcune equazioni delle onde semilineari, dell’equazione di Navier-Stokes in tre di-
mensioni spaziali e del rilassamento iperbolico dell’equazione di Cahn-Hilliard in tre
dimensioni. Per il rilassamento iperbolico dell’equazione di Cahn Hilliard in tre di-
mensioni (esempio studiato nel corso della tesi) il problema della hon unicita compare
perché c’e¢ un gap tra la regolarita della soluzione e la regolarita necessaria per
provare un teorema di unicita. La mancanza di unicita implica che le equazioni ed i
sistemi di cui sopra non generano un semigruppo in alcun appropriato spazio delle
fasi, piu precisamente 'operatore soluzione

1) S@) : ug — ut),

(che risulta essere un semigruppo nel caso con unicita) non risulta essere ben defi-
nito. Questo, in particolare, comporta che la nota teoria dei sistemi dinamiei infinito
dimensionali in [6] non sia applicabile per lo studio del comportamento per tempi
lunghi dal punto di vista degli attrattori globali. Emerge dunque 'esigenza di co-
struire una teoria che estenda la teoria nota al caso senza unicita. In questa tesi, si e
fatto uso della recente teoria dei semiflussi generalizzati introdotta da J.M. Ball ([1])
per trattare il problema della (eventuale) non unicita in tre tipi diversi di equazioni (si
veda la successiva sezione). Si ricorda comunque che altri metodi sono disponibili,
quali il metodo delle “traiettorie” e quello dei semigruppi multivoci. La teoria di Ball
¢ intimamente legata al secondo metodo (semigruppi multivoei) deseritto sopra, ma
considera come oggetti base le soluzioni stesse. Piti precisamente, un semiflusso
generalizzato F e una famiglia di mappe (chiamate soluzioni) ¢ : [0, + co) — X (dove
lo spazio topologico X’ e lo spazio delle fasi) tale per cui, dato un punto gy € X, esista
un elemento g € F con g(0) = go. Inoltre F dev‘essere chiuso rispetto all’'operazione
di traslazione temporale (traslate di soluzioni sono ancora soluzioni) e di concate-
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nazione. Infine, gli elementi di F devono verificare una proprieta di semicontinuita
superiore rispetto a successioni di dati iniziali. Piui precisamente, ogni successione
gn € F tale che ¢,(0) — go in F ammette una sottosuccessione g, tale che
In,(t) — g@) in F per ognit e g € F con g(0) = go. Una volta introdotto il concetto di
semiflusso generalizzato € poi possibile, ricalcando la teoria nota, introdurre op-
portune definizione di insieme invariante, attraente ed infine di attrattore globale.
Infine, in completa analogia a quanto avviene nel caso con unicita, la combinazione di
proprieta di dissipazione del semiflusso generalizzato (I'esistenza cioé di un insieme
limitato B C X tale che per ogni g € F si abbia g(f) € B per tempi sufficientemente
grandi) e di proprieta di compattezza, sono necessarie e sufficienti per I'esistenza e
l'unicita di un attrattore globale.

2. — Risultati.

In questa tesi (i cui risultati sono pubblicati nei lavori [4], [3] e [5]), usando la
teoria dei semiflussi generalizzati si € dimostrata 'esistenza di un attrattore globale
per

1. Equazioni di evoluzione doppiamente nonlineari del tipo

A/ @) + dpu(t)) — Aut) 2 0, in (0,4 co)

dove A e un operatore massimale monotono (anche multivoco) definito in uno
spazio di Hilbert H, d¢ e il sottodifferenziale dell’analisi convessa della fun-
zione convessa, propria e semicontinua inferiormente ¢, / & una costante non
negativa ([4]).

2. Equazioni di tipo gradient flow di potenziali non convessi ¢ in spazi di Hilbert,
e.g.
w'(t) + Véu(t)) > 0 in (0, + co)

dove V¢ e un opportuna nozione di sottodifferenziale ([2] e [3]) per il funzionale
non convesso, proprio e semicontinuo inferiormente ¢ ([3]).

3. Rilassamento iperbolico dell’equazione di Cahn-Hilliard in tre dimensioni
spaziali, i.e.

eun(t) + ur(®) — A(— Au) + $(u(t))) = 0 in Q x (0,4 o0),

dove Q & un dominio limitato e regolare di R?, & > 0 e ¢ & una funzione reale con
crescita al pit cubica ([5]) .

Tutte e tre le equazioni scritte sopra sono caratterizzate dall’assenza di unicita.
Piu precisamente, per le equazioni di tipo doubly non linear, il quadro astratto che noi
consideriamo fa si che ci sia una genuina non unicita di soluzioni. Allo stesso modo, la
non convessita del potenziale ¢ comporta che la soluzione dell’equazione di tipo
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gradient flow non sia unica. Infine, a causa della bassa regolarita della soluzione, per
I'equazione di Cahn-Hilliard non si e in grado né di mostrare un teorema di unicita e
neppure di provare la non unicita. Il primo passo per applicare la teoria di Ball,
consiste nel dimostrare che 'insieme delle soluzioni del problema differenziale che
stiamo studiando forma un semiflusso generalizzato. Tale verifica riposa in un’ap-
propriata scelta del concetto di soluzione e del relativo quadro funzionale e puo es-
sere non banale. Da un lato infatti, le soluzioni devono essere sufficientememte de-
boli da verificare la proprieta di esistenza, dall’altro la nozione di soluzione deve
essere sufficientemente robusta perché sia verificata la proprieta di semicontinuita
superiore. Tale robustezza puo infine essere in conflitto con la concatenazione. Ad
esempio, visto che I'esistenza di soluzioni per problemi a derivate parziali & spesso
provata tramite un’opportuno schema di approssimazione, una scelta naturale per il
canditato semiflusso generalizzato potrebbe essere quella dellinsieme di tutte
quelle soluzioni che sono limite, in un senso opportuno, di soluzioni approssimanti.
Ebbene, se la convergenza delle soluzioni approssimanti avviene rispetto ad una
topologia sufficientemente forte, allora I'insieme delle cosiddette limiting solutions
verifica la semicontinuita superiore (verifica inoltre banalmente anche la trasla-
zione). Purtroppo perd, la proprieta di concatenazione non vale. Infatti, grazie alla
non unicita, le successioni approssimanti possono non avere gli stessi indici. In ogni
caso, in [3] viene mostrato che i risultati di Ball sul comportamento per tempi lunghi
di semiflussi generalizzati si estendono quasi completamete al caso in cui venga a
mancare la proprieta di concatenazione. La perdita della proprieta di concatenazione
fa si che I'attrattore che si costruisce ha proprieta di invarianza pit deboli.

In questo spirito, viene affrontato lo studio del comportamento per tempi lunghi
del rilassamento iperbolico dell’equazione di Cahn-Hilliard in tre dimensioni [5]. In
questo caso, le soluzioni approssimanti sono le soluzioni di uno schema di Faedo
Galerkin ed il semiflusso generalizzato (debole) & costituito da quelle soluzioni che
sono approssimabili con lo schema di Galerkin (a priori, a causa della non unicita, tale
insieme puo essere un sottoinsieme proprio dell'insieme di tutte le soluzioni del
problema). Viene quindi mostrata I'esistenza dell’attrattore globale (debole), che
risulta essere a sua volta approssimabile nella semidistanza di Hausdorff dall’at-
trattore (finito dimensionale) delle soluzioni dello schema di Galerkin.

Veniamo ora ai risultati riguardanti le equazioni di tipo doubly non linear e di
tipo gradient flow. Per quanto riguarda le prime, condizioni di crescita opportune
sull’operatore A e di coercivita sul funzionale convesso ¢ garantiscono I'esistenza
(tramite un procedimento di regolarizzazione e passaggio al limite) di almeno una
soluzione con dato iniziale nel dominio D(p) di ¢. L’insieme di tutte le soluzioni,
risulta poi essere un semiflusso generalizzato (dunque vale anche la concatena-
zione). In particolare, la prova della semicontinuita superiore e della compattezza
del semiflusso viene condotta utilizzando in modo opportuno il principio di selezione
di Helly. Lo studio del comportamento per tempi lunghi di equazioni di tipo gra-
dient flow per potenziali non convessi trae spunto dai risultati di esistenza provati
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in [2]. In [3] dunque, viene mostrato che l'insieme di tutte le soluzioni con dato
iniziale in D(¢) forma un semiflusso generalizzato dissipativo. La semicontiuita
superiore viene provata combinando la teoria delle misure di Young con una ap-
propriata chain rule per il “sottodifferenziale” V¢. I risultati astratti sono poi ap-
plicati a vari tipi di evoluzioni non convesse. In particolare, viene discusso il com-
portamento per tempi lunghi delle soluzioni del modello di phase field quasista-
zionario.
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