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Varieta toriche lisce e complete: un approccio algoritmico

ANNA SCARAMUZZA

Le varieta toriche stabiliscono un legame tra la geometria algebrica e la geo-
metria convessa, ’algebra e la geometria combinatoria. Infatti, si possono introdurre
utilizzando il concetto di fan o ventaglio proprio della geometria convessa, oppure
analizzando I'azione del toro algebrico su di esse evidenziando in questo secondo caso
un approcio algebrico. Infine, si puo vedere che le proprieta geometriche di tali va-
rieta si traducono in proprieta combinatoriali del fan. Queste varieta si possono
studiare da differenti punti di vista: nella presente Tesi di Dottorato si studiano le
varieta toriche lisce e complete da un punto di vista computazionale. Piti precisa-
mente si & cercato di descrivere una varieta torica X e si e studiato il suo cono di Mori
per determinare una condizione computazionale che permetta di stabilire se X &
proiettiva e, nel caso in cui lo sia, quali sono le sue classi contraibili ed estremali.

Tutti i problemi considerati sono stati risolti analizzando dei sistemi di equazioni
lineari Diofantee: per la descrizione della varieta X é stata fondamentale la ca-
ratterizzazione dell'insieme delle soluzioni di tali sistemi, mentre per i problemi le-
gati alla geometria del cono di Mori é stato sufficiente stabilire se un’equazione
Diofantea ammette una soluzione non banale.

Grazie a questa analisi, & stato scritto con il linguaggio di programmazione
Mathematica 5.0 un pacchetto, Toric Varieties, conil quale & possibile descrivere X e
il suo cono di Mori. I programmi del pacchetto hanno permesso di determinare i
raggi estremali dei coni Mori delle varieta di Fano toriche di dimensione n <4 e
numero di Picard p > 3.

1. — Descrizione di una varieta torica.

Sia N un gruppo abeliano libero di rango n, cioe N = 7", esia No = N ®, Q la
sua estensione razionale. Sia X una varieta torica liscia e completa di dimensione 7.
Definiamo X mediante il suo fan: una collezione finita di coni convessi e poliedrali di
Ng.Ilfan X'y & completamente determinato dall’'insieme G(Zx) dei suoi generatori e
dai coni di dimensione 7.

Per studiare il cono di Mori di X € molto utile descrivere X'y con il linguaggio delle
collezioni e relazioni primitive introdotto da Batyrev [2]. Una collezione primitiva P e
un sottoinsieme di G(2x) che non determina un cono nel fan mentre ogni suo sot-
toinsieme proprio ne genera uno. A ogni collezione primitiva P = {x,...,x;} si
associa un’unica relazione, detta relazione primitiva:

(1) X4t — (@ + -+ ayn) =0,
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dove a; sono dei numeri interi positivi e {y1,...,y;} € un insieme di generatori di-
sgiunto da P che genera un cono nel fan.

Se si descrive il fan a partire dall'insieme dei suoi generatori e dei suoi coni
massimali, si vede che semplici operazioni insiemistiche permettono di determinare
le collezioni primitive. Il problema e calcolare la relazione primitiva associata ad una
collezione primitiva. Sia P = {x, ..., &} una collezione primitiva. Si definisce come
sistema lineare associato a P:

(2) > vy=u,

yeG(Zx)\P

dove w =y +---+ay, y € G(Zx)\P e v, sono le incognite del sistema. Per de-
terminare la relazione primitiva associata a P si deve cercare una soluzione del si-
stema (2) data da numeri interi non negativi, cioe in Z’;O, dove p ¢ la cardinalita di
G(Zx)\P. Si deve quindi studiare l'insieme delle soluzioni di tale sistema in 7% . In
71@0 si considerail seguente ordinamento parziale: (a1, . ..,a,) < (b1,...,b,)se e solo
se a; < b; per ogni i =1,...,p. L’insieme delle soluzioni del sistema (2) & com-
pletamente determinato da due insiemi finiti (vedi [1]):

1. I'insieme delle soluzioni minimali (rispetto all’ordinamento fissato) del sistema
dato,

2. I'insieme delle soluzioni minimali (rispetto all'ordinamento fissato) del sistema
omogeneo associato al sistema (2).

Nella Tesi di Dottorato si dimostra il seguente risultato.

TEOREMA 1. — Data una collezione primitiva P = {wx1,...,x;} © numeri intert
POSItIVL Ay, . .., ap tali che xy + - - - + &, — (a1y1 + - - - + apyy) = 0 sta la relazione pri-
mitiva associata a P costituiscono una soluzione minimale del sistema associato a P.

Teorema 1 afferma che la soluzione che determina la relazione primitiva si trova
in un insieme finito di soluzioni. Successivamente si prova anche che la soluzione
cercata e unica.

PROPOSIZIONE 1. — Nellinsieme delle soluziont minimali del sistema (2) asso-
citato ad una collezione primitiva P esiste un’unica soluzione a = (ay)yeg Eo\P €
7%, tale che Uinsieme G, = {y € G(Zx)\P | a, # 0 } genera un cono in Xx.

2. — Proiettivita e cono di Mori.

Sia N1 (X) il gruppo degli 1-cicli modulo equivalenza numerica e sia N3 (X),
N1(X) ® Q la sua estensione razionale. In N;(X),, si definisce come cono di Mor1
NE(X) il cono generato dalle classi di curve effettive. Reid ha dimostrato che I'in-
sieme 7 delle classi di curve invarianti (rispetto all’azione del toro algebrico) genera
Iintersezione NE(X),, = NE(X) NN (X) (vedi [4]). E quindi, I'insieme Z contiene
una base di N'1(X). Reid prova anche che ad una classe y € Z si puo associare una
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relazione del tipo:
(3) Lyl + 0y + 0121 + -+ -+ by_12 1 = 0.

Ogni classe y € 7 viene identificata con il polinomio p, = 241 + 2, + b121 + - -+
by—12y—1. Si considera poi I'insieme delle sizigie tra i polinomi {p, | y € Z}. Una si-
zigia traipolinomi p, determina una relazione trale classi di Z e viceversa. L'insieme
delle sizigie tra i polinomi associati alle classi di curve é un ideale di un opportuno
anello dei polinomi a coefficienti interi e quindi per descrivere tale insieme é suffi-
ciente determinarne un suo sistema di generatori. Utilizzando tale sistema di ge-
neratori si puo determinare una base B di N'1(X). Successivamente si identifica la
base B con la base canonica di Q” ottenendo cosi una descrizione vettoriale di ogni
elementodiZ.Se V = {w, | y € 7} e I'insieme dei vettori delle coordinate di tutte le
classi y € 7 rispetto alla base B precedentemente determinata, allora il seguente
risultato & la traduzione computazionale del criterio di Kleiman per stabilire la
proiettivita di X.

LemMma 1. — Una varieta X e proiettiva se e solo se l'equazione

(4) ww, =0
yeT

ha solo la soluzione banale in 7%, con s la cardinalita di Z.

Nel caso in cui X sia proiettiva, Casagrande dimostra che esiste un sottoinsieme
diZ che genera NE(X)., (vedi [3]). Tale sottoinsieme & denotato con C ed € costituito
dalle classi contraibili. Una classe y € NE(X)., di curve invarianti modulo equiva-
lenza numerica si dice contraibile se esistono una varieta torica X, e un morfismo
equivariante, suriettivo e a fibre connesse ¢, : X — X, tale che per ogni curva irri-
ducibile C C X si abbia che ¢, = {pt} se e solo se [C] € >¢y. Poiché C genera
NE(X), allora C contiene una base di N1(X). La stessa tecnica utilizzata prece-
dentemente permette di determinare una base B di N'1(X) eivettori delle coordinate
di ogni classe di C rispetto a tale base.

Si dice che una classe & estremale se € l'elemento primitivo dei raggi di
NE(X) NN (X). Dai risultati di Reid segue che l'insieme £ delle classi estre-
mali & un sottoinsieme di C. In [3] Casagrande osserva che una classe y &
estremale se e solo se X, ¢ proiettiva e ¢, & birazionale. Tale fatto non si presta
ad essere tradotto computazionalmente. Si puo, invece, osservare che la defi-
nizione di classe non estremale consente di ottenere il seguente criterio.

Lemma 2. — Sia C={y;,...,7,} linsieme delle classi contraibili di X. Sia
V=A{w,...,w,} Uinsieme dei vettori delle coordinate delle classi contraibili.
Allora le seqguenti sono equivalenti:
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e la classe y; ¢ non estremale;
o ['equazione

(5) W; = § vjwﬁ
i#j
ha una soluzione banale in Q%

3. — Applicazioni: raggi estremali di varieta toriche lisce e di Fano.

Nella Tesi di Dottorato é stato considerato il problema di descrivere tutte le varieta
toriche lisce di Fano di dimensione 7 < 4 e numero di Picard p > 3 mediante le rela-
zioni primitive e poi di determinare i raggi estremali del loro cono di Mori. Si osserva
che se NE(X) e simpliciale allora ci sono esattamente p raggi estremali. Se p > 3, il
cono di Mori non & sempre simpliciale. I calcoli effettuati permettono di concludere che:

e quando p = 3 il cono di Mori e sempre simpliciale,

e si possono determinare tutte le classi estremali di tutte le varieta,

e non ci sono classi contraibili non estremali, quindi la varieta associata ad ogni
classe contraibile e sempre proiettiva.

In dimensione 2 ci sono 5 varieta e il cono di Mori non e simpliciale solo in un caso.
Questo e il caso della superficie di Del Pezzo ottenuta scoppiando il piano in tre punti
e il suo cono di Mori ha dimensione 4 e 6 raggi estremali.

In dimensione 3 ci sono 18 varieta e solo 13 hanno numero di Picard p > 3. Vi sono
solo due casi in cui il cono di Mori non e simpliciale: questi corrispondono alle varieta
con numero di Picard massimale (p = 5) e hanno entrambe 7 raggi estremali.

Infine, in dimensione 4 ci sono 124 varieta di cui 114 con p > 3. Tra le 114 varieta
ce ne sono 23 con un cono di Mori non simpliciale. La varieta con il massimo humero di
raggi estremali (20) & la varieta di Del Pezzo di dimensione 4 e p = 6.
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