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Comportamento asintotico di campi a massa nulla di spin 1 e 2 che
si propagano su spazitempo di background curvi

TiZIANA RAPARELLI

11 lavoro si inserisce nell’ambito della teoria della Relativita Generale, in parti-
colare riguarda un problema specifico dello spaziotempo di Kerr. Per inquadrare
meglio il problema, iniziamo ricordando alcune definizioni di base.

DEFINIZIONE 1. — Uno spaziotempo di Einstein vuoto, (M,q), é una varieta
quadridimensionale M dotata di una metrica lorenziana g, che soddisfa il sequente
set di equazioni

(1) R, =0.

1l tensore di Ricci R, ¢ la contrazione del tensore di curvatura di Riemann
R, = 9”°R,,vs. In presenza di campt elettromagnetici e di materia le equaziont di
Einstein sono

1
R,uv + ig,uvR = 47[T,uv )

dove R e lo scalare di curvature e T, ¢ il tensore energia-impulso associato alla
materia ed ai campi elettromagnetici presenti nello spaziotempo.

Le soluzioni di (1) sono spazitempo in cui non & presente materia né radiazione
elettromagnetica, infatti corrispondono al set di equazoni

Ty =0.

La grande difficolta nello studio delle equazioni di Einstein & dovuta alla loro natura
intrinsecamente non lineare, legata al fatto che il tensore di Ricci dipende non li-
nearmente dalla metrica g e dalle sue derivate prime e seconde.

Una volta risolte queste equazioni, e supposti assegnati dei dati iniziali, possiamo
ottenere dalla metrica g, soluzione di queste equazioni, il tensore di Riemann R,
(che per gli spazitempo vuoti coincide con 'intero tensore) che soddisfa le equazioni
di Bianchi:

(2) DFR,p = 0.

Si conoscono poche soluzioni esatte delle equazioni di Einstein nel vuoto, tutte ot-
tenute imponendo allo spaziotempo delle particolari proprieta di simmetria. Lo
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spaziotempo di Kerr, scoperto nel 1965, & uno spaziotempo stazionario e simmetrico
rispetto ad un fissato asse di rotazione. Fisicamente ha un significato molto impor-
tante poiche descrive la geometria dello spaziotempo generato intorno ad un corpo
rotante e, in particolare, intorno ad un buco nero rotante.

In questo lavoro abbiamo studiato le seguenti equazioni

3) D'Wpe =0

essendo D la derivata covariante fatta rispetto alla metrica di Kerr, pensata come
metrica assegnata, e W un campo tensoriale a massa nulla e spin 2, con dati iniziali
sufficientemente vicini (in un senso che spiegheremo pit nel dettaglio nel seguito) ai
dati iniziali del tensore di Riemann dello spaziotempo di Kerr. Tale problema pud
essere visto come una (parte della) linearizzazione delle equazioni di Einstein. Il
problema é strettamente collegato alla stabilita globale dello spaziotempo di Kerr.
Infatti il tensore di Riemann di uno spaziotempo vuoto & un campo a massa nulla e
spin 2, dunque studiare (3), richiedendo decadimenti iniziali compatibili con quelli di
Kerr, equivale a studiare una versione linearizzata delle equazioni di Bianchi sod-
disfatte dalla parte conforme del tensore di Riemann di una perturbazione dello
spaziotempo di Kerr. Inoltre riguardo lo spaziotempo di Kerr, non si sa se sia
asintoticamente semplice, in quanto non se ne conosce esplicitamente I'isometria
conforme Q, [1], tuttavia le sue componenti nulle del tensore di Riemann decadono
lungo le direzioni dell’infinito nullo come prescritto dal teorema del Peeling [2] percio
risulta essere soddisfatta una condizione necessaria per 'asintotica semplicita.

Dunque questo lavoro costituisce un passo intermedio verso la dimostrazione del
peeling per perturbazioni piccole dello spaziotempo di Kerr.

La strategia usata segue 'approccio introdotto da Klainerman e Nicolo in [3] e [4],
in cui un passo fondamentale & I'introduzione di una famiglia di norme integrali L2
pesate, sulle ipersuperfici nulle corrispondenti ai coni nulli entranti ed uscenti dello
spaziotempo di Minkowski. Queste norme, Qy, Q,, sono una generalizzazione delle
norme classiche dell’energia (fatte rispetto al tensore metrico), costruite a partire
dal tensore W e delle sue derivate di Lie (fatte rispetto ad i campi vettoriali di Killing
e di pseudo-Killing dello spaziotempo) fino al secondo ordine.

D’altra parte usando I'approccio di Klainerman-Nicolo e guardando il compor-
tamento asintotico di un campo a massa nulla e spin 2 W con dati iniziali compatibili
conidatidel tensore di curvatura dello spaziotempo di Kerr, risulta che quattro delle
dieci componenti nulle di W decadono pil lentamente di quanto prescritto da teo-
rema del Peeling. E tuttavia ragionevole aspettarsi che questo problema sia dovuto
all'impiego di tecniche troppo restrittive nella dimostrazione dei risultati, e che,
modificandole, si possano migliorare i decadimenti suddetti. Abbiamo dunque in-
serito nelle norme dell’energia un fattore di peso della forma »>*¢, dove u é il pa-
rametro ottico “ritardato”. Questo fattore di peso ha portato, con una lunga proce-
dura, a migliorare i comportamenti asintotici delle componenti nulle di W. Pero con
questa modifica & sorto un problema di altro genere: se W mima il comportamento
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asintotico del tensore di Riemann associato allo spaziotempo di Kerr, allora queste
nuove norme costruite a partire da W diventano infinite lungo le direzioni del-
Iinfinito spaziale. Un modo per eliminare i fattori che divergono & basato di nuovo
sull'idea che il problema che consideriamo deve essere connesso al problema di ri-
solvere le equazioni di Einstein per dati iniziali vicini allo spaziotempo di Kerr.
Dunque possiamo cercare una soluzione W della forma

(4) W = WEe 4 5w,

dove W) & il tensore di curvatura dello spaziotempo di Kerr a éW & una per-
turbazione non lineare piccola.

Questa e stata 'idea originale del lavoro, e dunque l'introduzione di nuove norme
integrali Oy, e Qk, fatte rispetto al campo L7, W (e di sue opportune derivate di Lie
prime e seconde), essendo T il campo vettoriale che genera la simmetria temporale
dello spaziotempo di Kerr. In questo lavoro abbiamo dimostrato che ogni soluzione
globale di (3) decade come previsto dal teorema del Peeling, a patto che il campo L,0W
abbia opportuni decadimenti iniziali. Cio suggerisce che anche nel caso piti complicato
delle equazioni di Einstein il teorema del Peeling, condizione necessaria per la sem-
plicita asintotica degli spazitempo “vicini” a Kerr dovrebbe essere soddisfatta.

I passi fondamentali sono stati i seguenti:

1) L’introduzione di coordinate nulle (v, u, 8, ¢), di un null frame associato

{es,e4,€a}t,_g 4 € conseguentemente di una doppia foliazione nulla dello spazio-
tempo.

2) Le stime delle quantita peculiari della geometria dello spaziotempo di Kerr
(coefficienti di connessione, tensori di deformazione dei campi vettoriali quasi-
Killing).

3) La dimostrazione della limitatezza delle norme Oy, in termini dei loro valori
iniziali (su 2), limitati anch’essi.

4) I decadimenti di W trovati integrando nel tempo le componenti di L7,6W e
sommando ad essi W&,

Tecnicamente il lavoro € risultato complesso, con una grande quantita di calcoli, a
causa delle numerose quantita da stimare. In particolare, il passo 3) e risultato molto
lungo e laborioso.

Esattamente abiamo dimostrato il seguente risultato:

TEOREMA 1. — Sia W una soluzione delle equazioni di Bianchi nello spazio-
tempo di Kerr e indichiamo con W il campo tensoriale L1,W. Supponiamo che le
componenti nulle di W (a(W), a(W), (W), E(W), p(W), a(W)) M sullipersuperficie

(") Per la definizione delle componenti nulle di un campo a massa nulla e spin 2 vedere

[3].
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iniziale di genere spazio Xy decadano tutte come v~ 69, Allora le componenti nulle
di W lungo le direzioni dell’infinito nullo soddisfano i sequenti comportamenti
asintotici:

sup r|ul’ |a(W)| < Co,  supr|ul"** |fOW)| < Cy
K K

sup 7 [p(W)| < Cy, supr®|ul** |a(W)| < Cy
K

sxépvzmﬁ*"ﬂg(W)\ < Cy, s%pr\m“*‘mwn < Cy,

con & = 5¢¢ Cy essendo una costante dipendente solo dai dati iniziali.
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