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1. — Introduzione.

Nel 1981 Goppa [2] propose un nuovo modo di costruire dei codici lineari a partire
dai posti razionali di un campo di funzioni algebriche. Tali codici sono conosciuti come
codici algebrico-geometrici o codici di Goppa. La costruzione di Goppa diede nuovo
vigore alla ricerca nell’ambito della teoria dei codici correttori in quanto fu possibile
costruire successioni di codici lineari che miglioravano il limite di Gilbert-
Varshamov. Comunque essa richiede I'uso di molti posti razionali in quanto la lun-
ghezza del codice & pari al numero dei posti razionali presi in considerazione.
Purtroppo, campi di funzione su campi con pochi elementi hanno pochi posti razionali
comparati col loro genere.

Per risolvere tale problema, una nuova costruzione di codici lineari, detti codici
algebrico geometrici generalizzati, fu introdotta da Xing, Niederreiter e Lam [4].
Tale costruzione fa uso di posti di grado qualsiasi e per tale motivo, almeno teori-
camente, non vi e alecun limite sulla possibilita di costruire codici sufficientemente
lunghi. Comunque l'introduzione di questa classe di codici ha permesso di dare nuovi
codici migliorando la tabella di Brouwer [1].

In questa tesi si prende in considerazione una sottoclasse di tali codici (vedi [3]) e
se ne studiano gli automorfismi nel caso di campi di funzione razionali, ellittici o
iperellittici.

2. — Codici GAG e loro automorfismi.

Sia F'|I'; un campo di funzioni algebriche di genere g. Un ¢ — posto di F'|['y € una
coppia (P, ¢p) con P posto di grado » di F'|I'; e ¢p un [',—isomorfismo tra il campo
delle classi residue F, di P e .

Se (P, ¢p) € un p—posto di F' e z € F' e regolare a P poniamo z(P, ¢p) := ¢p(2(P)).
Un ¢ — divisore & un elemento del gruppo libero generato dai ¢—posti ovvero & una
somma formale

=" npP,¢p)

PelPp

con np € 7 e np # 0 solo per un numero finito di posti.
Sia g € Aut(F"|I'y) e (P, ¢p) un ¢—posto. Si definisce un’azione di Aut(F|I%y) sul-
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I'insieme dei ¢—posti ponendo

(1) O'(Pa ¢p) = (U(P)7¢P071)

(in (1) indichiamo con ¢ anche I'l';—isomorfismo da F'p in F,p) che esso induce e
definito da o(x(P)) := a(x)(a(P)). Tale azione puo essere estesa ai ¢—divisori in modo
ovvio:

(2) ( Z np(P, ¢p)) : Z np(a(P), ppo~ )

PePp PePyp

N
Sia @ = ) (P;,¢;) un ¢—divisore di F|I'y con i P; posti distinti tutti di grado
i=1
n > 1. Sia G un divisore tale che P; ¢ supp G per ciascuni = 1,2 ..., N. Si definisce
codice algebrico geometrico generalizzato (o semplicemente GAG-codice) il codice

Si definisce gruppo degli n-automorfismi di un GAG-codice C(®; G;n) il gruppo
H(D; G;m) di tutti gli automorfismi z € Sy tali che

n(2(P1, ¢y, - - 2PN, §3)) i= R(Pr1ys $ry)s - - - » 2PNy Pray)

& ancora una parola del codice.
Considerato il seguente sottogruppo di Aut(#'|['y)

Aut(F|Fy, @,G) := {0 € Aut(F|I") | o(P) = @ e o(G) ~o G}
(dove G ~¢ G' se esolose esistez € F,z # 0, tale che G = G’ + () e 2(P;, ¢;) = 1 per
ognit=1,2,...,N), si ha che
TEOREMA 1 (Spera [3]). — Sia F|I'y un campo di funziont di genere g. Siano
b= Z (P;,¢;), essendo © P; posti distinti di grado n>1 e G tali che

suppGﬁ {P1,Ps,...,Py}=0. Sia C(®;G;n) il GAG-codice associato a D e G.
Allora

1. Ogni automorfismo o € Aut(F'|I'y, @, G) induce un n—automorfismo di
C(®; G;n) se definiamo

o(@(P1, 1), ..., x(Pn,¢y)) := (@(a(P1,9))), ..., x(a(Py, ¢x))
per ogni x € L(G).

2. Aut(C(®; G; n)) contiene un sottogruppo isomorfo a Aut(F|l'y, @,G) se una
delle seguenti condizioni ¢ verificata

2
N1

b) F|I'y ha qualche posto razionale e N >

49 + 3
n )
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Dunque e possibile pensare Aut(F|I'y, @, G) come sottogruppo del gruppo degli -
automorfismi di un GAG-codice. Nella presente tesi si sono determinate condizioni
affinche Aut(F'|I;, @, G) sia esattamente isomorfo a H(®; G;n) nel caso di campi di
funzioni razionali, ellittici o iperellittici.

N
TEOREMA 2. — Sia ['4(@)|Fy un campo di funzioni razionali. Sta @ =Y (P;, ¢;)
un $—divisore con i P; posti distinti di grado n. Sia =1

m
G =7rPy + ZmPui
i—1
conr > 0,1; > 0eP,, posti razionali. Sia C(®; G;n) il GAG-codice associato a P e G.

Se degG < % enN > 3, allora
H(D; Gy m) =2 Aut(IFy(x)

Fq)d),G'

Il seguente lemma permette di deserivere in maniera pit semplice i ¢—posti di un
campo di funzione razionale. Grazie ad esso, si potra descrivere esplicitamente
H(n; @; G) nel caso in cui G verifichi le condizioni del Teorema 2.

LemMA 1. - Sta (P, ¢) un ¢—posto of I'y(x)|'y. Se degP =n > 1, allora esiste

u(x
a € Iy tale che (P, ¢) = (Piy), ¢,) con Py := P(xia)(wiaq}N(wiaqn—l) e, (% (P[a])> =
ula)

o
ProPOSIZIONE 1. — Sia ['g(®)|I'y un campo di funzioni razionali e C(D; G;n) un

GAG-codice associato a @ = % (Pro;1s ¢a¢-) eG=1rPy. Ser < %, allora Hn; @;G) e

isomorfo al gruppo delle aﬁ@td della retta 'y che permutano le radict a;.

Sia F|I'; un campo di funzioni ellittico o iperellittico di genere g. Supponiamo
char Iy # 2. Sia Dy la somma dei posti che giacciano sul polo P, di  in [Fy(x) e
HTy) = lP;p U supp(Dy,) essendo IP(FD I'insieme dei posti razionali.

TEOREMA 3. — Sia J C H(I",) \ supp ((x)) e sia

G =noDoo + Z nqQ
QeJ

290 +2 sed=1(mod 2)

un dwisore di F|I'y con ny > {g+1 se d = 0(mod 2)

eng > 1perogni Q € J.

N

Inoltre si supponga che @ =" (P;, ¢;) sia un ¢—divisore con i P; posti distinti di
i=1

nN

gradon > 1. Sedeg G < 5

e una delle sequenti condizioni ¢ verificata



330 ALBERTO PICONE
1. N > 16(g + 1)* +n;
2. F|I'y ha qualche posto razionale e nN > 4g + 3;

allora
H(P;G;m) =2 Aut(F| ) g -

Anche nel caso ellittico e/o iperellittico, procederemo ad una descrizione sem-
plificata dei ¢—posti in modo da poter determinare esplicitamente H(®; G;n).

LEMMA 2. — Ogni ¢—posto che non giace su (P, 1d) di un campo di funzioni
iperellittiche F|U'q e del tipo (Pyap, ¢, 5) con

Plag = {“(”’y) € Flula,f) =0 e v(a, f) # 0} e ¢aﬁ(

u@.y) ) _ula, B
v, y)

v, y) v, B

PROPOSIZIONE 2. — Sia F| Fq un campo di funzioni ipevellittiche con modello

pumo C:Y%2= T X - Se C(@;G;n) ¢ un GAG-codice associato «a
,ET N

b= Z(P[ay/;],% p) e G=rDy e se Zg+2<7”<7 e nN > 49 +3, allora

H(n; <I> G) e il gruppo delle trasformazioni o € Aut(F|I), dove o(x) =ax+b e
o(y) = ey con & = a, tali che o fissa Uinsieme {(a;,p;)|1=1,2,...,N}.
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