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Superfici numericamente di Godeaux con un automorfismo
di ordine tre

ELEONORA PALMIERI

E noto che le superfici complesse sono state classificate da Enriques e Kodaira
secondo la loro dimensione di Kodaira «, definita come segue

DEFINIZIONE 1. — Sta S una superficie. La dimensione di Kodaira di S ¢ il
nUMeEro

€)) K(S) := max{dimIm(g, . : S — PV),m € N}

dove ¢ImKs\ ¢ Uapplicazione razionale definita su S dal sistema pluricanonico
|mKg|. St pone inoltre (S) = — oo se [mKgs| = 0 per ogni m > 0.

Mentre delle superfici con x < 1 si conoscono molte proprieta, abbiamo meno
informazioni sulle superfici di tipo generale, cioe quelle con x = 2. La loro classifi-
cazione completa é tuttora un problema aperto nonostante gli importanti contributi
di molti matematici (per maggiori approfondimenti si veda [1]).

Le superfici minimali di tipo generale si suddividono in classi secondo il valore di
tre invarianti principali: 'autointersezione del divisore canonico K3, la caratteristica
di Eulero olomorfa x(S,Og) ed il genere geometrico p,(S) := (S, Os(Ky)) =
h*(S, Og). Qui siamo interessati principalmente alle superfici con gli invarianti pitt
bassi:

DEFINIZIONE 2. — Una superficie numericamente di Godeaux ¢ una superficie
complessa minimale di tipo generale S per cui py(S) = O,Kg =1,x0s) =1

Il primo esempio di una tale superficie si trova in [3] ed e il quoziente di una
quintica liscia di I’® con un’azione libera di Z/57. Il suo gruppo di torsione & 7. /57.

Si possono ottenere molte informazioni riguardo al gruppo di torsione di una
superficie numericamente di Godeaux (che risulta essere un gruppo ciclico di ordine
al piu 5) studiando i punti base del suo sistema tricanonico |[3Kg|, grazie ad un noto
risultato di Miyaoka (vedi [5]).

Sappiamo inoltre (cf. [5] e [7]) che gli spazi dei moduli delle superfici numerica-
mente di Godeaux con gruppi di torsione 7./37, 7./47 e '7.,/57 sono irriducibili e di
dimensione 8.

Come per ogni superficie di tipo generale Aut(S) e un gruppo finito. Tuttavia
determinare esplicitamente Aut(S) resta ancora oggi un problema difficile.
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11 caso pit semplice e quello delle superfici S che ammettono un’involuzione, ossia
un automorfismo di ordine due. Per quanto riguarda le supefici di Godeaux Keum e
Lee in [4] studiano il luogo fisso dell’involuzione nell’ipotesi che il sistema bicanonico
|2Ks| non abbia componenti fisse.

Calabri, Ciliberto e Mendes Lopes in [2] completano lo studio rimuovendo questa
ipotesi aggiuntiva. Usando la teoria dell'intersezione e quella dei rivestimenti abe-
liani ottengono il seguente teorema di classificazione:

TEOREMA 1. — Una superficie numericamente di Godeaux S con un’involuzione
e birazionalmente equivalente ad una delle sequenti:

1. un piano doppio di Campedelli;
2. un piano doppio diramato lungo una curva ridotta la quale st spezza in due
rette distinte 1,71 ed una curva di grado 12 con le sequenti singolarita:
e il punto gy = v, N1y di molteplicita 4;
o un punto q; € r;, 1 = 1,2 di tipo [4,4), con retta tangente r;;
o altritre punti qs, q4, Q5 di molteplicita 4 ed un punto qg di tipo [3, 3], tali che
non esistano coniche per qi, . .., qe;

3. un rivestimento doppio di una superficie di Enriques diramato su una curva
di genere aritmetico 2.

In quest’ultimo caso il gruppo di torsione di S e Tors(S) = 7./47, mentre nel
caso 2 ¢ 7,/2'7. oppure 7./47..

Ricordiamo che un piano doppo di Campedelli e un piano doppio diramato lungo
una curva di grado 10 con un punto quadruplo e 5 punti[3, 3] non appartenenti ad una
conica. Un esempio di tale piano si trova in [8].

Vogliamo estendere il metodo usato in [2] per classificare le superfici numeri-
camente di Godeaux che ammettono un automorfismo ¢ di ordine tre.

Si ottiene il seguente risultato:

TEOREMA 2. — Una superficie numericamente di Godeaux S non puo ammet-
tere automorfismi di ordine 3.

Supponiamo dunque che esista una superficie numericamente di Godeaux S con
un automorfismo di ordine 3. La superficie quoziente ¥ = S/ € singolare nelle
immagini dei punti fissi isolati per I'azione di ¢ su S. E possibile costruire una riso-
luzione liscia minimale del rivestimento S — X, e cioe un diagramma commutativo

X - 8

@) rl lp

y -1
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in cui X e Y sono supertfici lisce e 7 : X — Y e un rivestimento triplo indotto da . Al
rivestimento 7 : X — Y si applica quindi la teoria dei rivestimenti abeliani (vedi [6]).

Tramite la formula di Hurwitz e la caratteristica di Eulero topologica ¢ & possibile
stimare il numero di punti fissi isolati per 'azione di ¢ su S (le immagini di tali punti
possono essere punti tripli ordinari oppure punti doppi di tipo Ay).

I casi possibili possono essere suddivisi in tre grandi famiglie a seconda dei valori
di RyKjg e hg, dove R € la parte divisoriale del luogo di ramificazione di ¢ mentre hy &
il numero di punti fissi isolati di ¢ che generano singolarita di tipo As.

E anche importante studiare le proprieta della parte invariante 4 del sistema
tricanonico |3Kg|. 4 puo essere un pencil o una rete. Lo studio della sua immagine | N|
sulla superficie quoziente Y e dei suoi sistemi aggiunti ¢ fondamentale per poter
classificare la superficie quoziente e studiarla. Nel caso |N| (e quindi 4) sia unarete, il
suo primo aggiunto & un pencil e determina una fibrazione su Y. Il numero di fibre
singolari di tale fibrazione e limitato da una nota formula

3) e(Y) = e(Ygen)e(B) + Z (e(Yp) — e(Ygen))-
beB

dove B ¢ la base della fibrazione mentre Yy, ¢ la fibra generale (nel nostro caso
rispettivamente P! e la curva generale di | V], il primo aggiunto di [N|). Si verifica
abbastanza facilmente che tale limitazione non é rispettata. Ne segue che |[N| deve
essere un pencil. Un’analisi delle fibre singolari della fibrazione indotta da |N| per-
mette di ridurre ulteriormente la lista di casi possibili e di dedurre che la superficie
quoziente Y & sicuramente razionale.

I casi numerici rimanenti sono stati suddivisi in casi del Pezzo e cast rigati a
seconda delle proprieta della superficie quoziente Y, che puo essere lo scoppiamento
di P in un certo numero di punti, oppure possiede un pencil di curve razionali di auto-
intersezione 0. Dall’analisi emerge anche che la parte divisoriale Ry del luogo di
ramificazione dell’automorfismo ¢ su S ha al pitl una componente irriducibile.

Si studiano quindi i casi rigati, mostrando che, a meno di contrarre un certo
numero di curve, si pud costruire un’applicazione dalla superficie Y verso IFy, I or Fy
e che, scoppiano un punto e contraendo di nuovo ci si puo sempre ridurre a .
Pertanto la superficie numericamente di Godeaux S & birazionalmente equivalente
ad un piano triplo.

L’analisi della parte mobile |A’| del pencil |[N| su Y mostra che i casi rigati non si
possono verificare.

Per mostrare la non esistenza dei casi del Pezzo, invece, & necessario studiare le
immagini piane delle curve eccezionali ottenute scoppiando su S i punti fissi isolati
dell’automorfismo o. In questo caso, infatti, Y & lo scoppiamento del piano proiettivo
in sette, otto o tredici punti. Tali curve devono essere poi suddivise in due gruppi a
seconda dell’autovalore corrispondente (w o @?, con w radice terza primitiva del-
P'unita). Tramite un’analisi dettagliata si verifica che tale suddivisione determina
condizioni contraddittorie in alcuni dei punti scoppiati.
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