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Semigruppi di operatori positivi su spazi di funzioni
continue con peso

GRAZIANA MUSCEO

1. — Introduzione.

Oggetto della tesi e lo studio dei semigruppi di operatori positivi su spazi di
funzioni continue con peso.

L’'importanza dei semigruppi positivi sia da un punto di vista teorico che ap-
plicativo & ben nota. La positivita da luogo ad una serie di proprieta spettrali notevoli
aggiuntive che riguardano ad esempio simmetrie dello spettro del generatore e
comportamento asintotico del semigruppo.

Non solo, i semigruppi positivi su spazi di funzioni continue e limitate sono for-
temente relazionati alla teoria dei processi di Markov che costituisce un capitolo
molto importante nella moderna teoria della probabilita.

In [1] gli autori hanno avviato lo studio dei semigruppi positivi su particolari spazi
di funzioni continue non limitate, ossia spazi di funzioni continue con peso.

Obiettivo della tesi & stato quello di approfondire ulteriormente questo tipo di
indagine considerando altre classi di spazi di funzioni continue con peso e stabilendo
nel loro ambito sia dei criteri di generazione di semigruppi positivi e sia delle ca-
ratterizzazioni dei semigruppi associati a processi di Markov.

I risultati ottenuti trovano applicazione nello studio delle proprieta di generazione
per operatori differenziali ellittici del second’ordine su intervalli della retta reale.

La classe degli operatori differenziali considerati include, in particolare, I'ope-
ratore differenziale associato all’equazione di diffusione di Black-Scholes che riveste
una notevole importanza in Finanza Matematica. Come sottoprodotto dei risultati
conseguiti, per tale equazione si individuano nuove condizioni che garantiscono
esistenza, unicita e dipendenza continua dai dati iniziali delle soluzioni.

I principali risultati presentati nella tesi sono raccolti nei lavori [2, 3]

2. — Generazione di semigruppi di operatori positivi nella spazio E*(X).

Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e a base numerabile
e sia X uno spazio metrico compatto tale che X sia un sottospazio aperto denso di X.

Denotato con C(X ) lo spazio delle funzioni continue a valori reali su X, si definisce
lo spazio ¥ (X) nel modo seguente:

E(X) := {f € C(X) : esiste una (unica) estensionef € C(X)tale che ]7| x=r};

gli spazi £'(X) e C()N( ) possono essere identificati in maniera naturale mediante I'i-
somorfismo isometrico f € K (X) — f € C(X).
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Sia w una funzione peso su X, i.e. w € Cy(X) tale che w(x) > 0 per ogni x € X, ove
Cy(X) ¢ lo spazio delle funzioni continue e limitate a valori reali definite su X; si
definisce lo spazio £ *(X) nel seguente modo:

E"X)={feCX):fwe EX)};
tale spazio, munito della norma || - ||,,, definita da
£l == llwfll. per ognif € E*(X),
e un reticolo di Banach. B
Identificando gli spazi £ (X) e C(X) mediante I'isomorfismo isometrico
@:E"(X)— CX) tale che @(f)=wf

per ogni f € E"(X), si é stabilito il seguente risultato di generazione di semigruppi
positivi sullo spazio di funzioni continue con peso £ " (X).

TEOREMA 2.1. — Siano A : D(A) C E*“(X)—E"(X) un operatore lineare den-
samente definito ed w € R.
Le seguenti proposizioni sono equivalenti:

1) (A,D(A)) ¢ il generatore di un semigruppo positivo fortemente continuo
(T(®)=0 su E"(X) tale che ||T@)|| < e per ognit > 0.

2) a) Esiste 2 > w tale che (A1 — A)Y(DA)) = E*(X). B
b) Se feDA) e sup@(f)x) >0, allora per ogni xy € X tale che

xeX
D(f)(xy) = sup @D(f)(x) st ha che
xeX
(@) Af (9) < wf (x0) se 2y € X,

oppure
(17) PAf) (o) < o D(f)(xp) se xy € }NI\X.

Successivamente sono state studiate le relazioni che intercorrono tra le funzioni di
transizione e semigruppi di Feller, caratterizzando quegli operatori che sono genera-
tori di semigruppi positivi su £ (X) che a loro volta sono semigruppi di transizione
associati ad opportune funzioni di transizione e quindi ad opportuni processi di Markov.

3. — Generazione di semigruppi di Feller per operatori differenziali del secon-
d’ordine uno-dimensionali.

I risultati presentati nella sezione precedente trovano applicazione nello studio
delle proprieta di generazione per operatori differenziali ellittici del second’ordine su
intervalli della retta reale.

Sia J un intervallo di R e siano 71 :=infJ € RU{—o0} e 71z :=supJ €
RU{+ ooo}; si indichera con il simbolo J la compattificazione [, 2] della parte
interna J di J.
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Si pone
EW) = {f € C(J) : esiste lim f(x) € R per ognii=1,2 tale che rigéJ},
r—rE
e considerata una funzione pesowsuJ,i.e.w € Cy(J) ew(x) > 0 perognix € J, sipone

E°J):={feCl): wf € EJ)}.
Siano a, f € C(j) tale che a(x) > 0 per ogni x € J esia

Dy(4) = {u € B"(J) - uf; € C*(J) e

limi w(e)(ae)yu” (x) + ple)u'(x)) € R per ogni i = 1,2}.

Per ogni u € Dy (A) ed « € J si ponga
a(@)u’ (x) + ) (x) se xeJ ,

Au(x) := limi a@)u(x) + pleyu'(x) se x=r;,1=1,2.

Per 'operatore (A, Dy;(A)) si dimostra che, se gli estremi 7; (¢ = 1, 2) sono di entrata,
ie.

1 1 €r ,
——— | WHw@) dtd )
J @)W @iy J Oty dicy <+ o0
e
i x 1
w z J— dtdx| = .
J el J aOWtnoty? x‘ oo
oppure se sono naturali, i.e.
7 x 1
4 7 Ji dtdr| = + oo,
J (@)w(x) T O O’ x| =+00
e
i 1 a ,
———— | WHw@) dtdx| = ,
J a(a) W (@)w(x)? J Onw®) YT

X

|

ove W(x) := exp (—

B@)

a(t)

X
semigruppo positivo e fortemente continuo su E*(J).

dt |, x € J e xy punto fissato in J, allora esso genera un
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Inoltre si dimostra che, sotto opportune ipotesi, il semigruppo generato & un
semigruppo di Feller associato ad un processo di Markov.

Lo stesso risultato di generazione si ottiene per I'operatore A con dominio di tipo
Wentzel

Dy(A) = {u € B :ul; € C3(), e
1imi w()(ae)u” (x) + p)u'(x)) = 0 per i =1, 2}.

T
tale che

Aulx) := { a@u” (@) + plou'(x) se x € J,

0 se x=7;,1=1,2

per ogni % € Dy(A) e per ognix € J.

Se gli estremi r; (¢ = 1, 2) non sono di entrata, 'operatore (4, Dy (A)) € generatore
di un semigruppo fortemente continuo e positivo su £”(J) che risulta essere un se-
migruppo di Feller associato ad un processo di Markov.

La classe degli operatori differenziali ai quali si possono applicare i risultati ot-
tenuti, include, in particolare, I'operatore differenziale

2
Le(x) == %xzc” (@) + rec'(x) —re(x) (x> 0)

(0 > 0, » > 0) e la corrispondente equazione di diffusione

de(a, t)
ot
é 'equazione di Black-Scholes.
Per il problema di Cauchy associato a tale equazione, con condizioni laterali sia di
tipo massimale che di tipo Wentzel, si ottengono nuovi risultati riguardanti esistenza,
unicita e dipendenza continua dai dati iniziali delle soluzioni.

=Lc(,t)@®)  (@®>0,t>0)
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