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Analisi dell’errore e regolarizzazione numerica di un metodo per
P’inversione della trasformata di Laplace nel caso reale

ARDELIO GALLETTI

1. — Introduzione.

11 presente lavoro di tesi descrive I’attivita di ricerca svolta nell’ambito del Dottorato
di Ricerca in Scienze Matematiche. L’attivita ha principalmente riguardato il problema
dell’inversione numerica della trasformata di Laplace

o0

Fls) = J e U@t = LIf] |
0

nel caso in cui F'(s) € nota solo sull’asse reale. In particolare 'interesse & stato rivolto allo
sviluppo di un metodo numerico e del relativo algoritmo a partire da una formula di in-
versione proposta J.G. Whirter e E.R. Pike [4]. In generale il problema di inversione della
trasformata di Laplace nel caso reale si colloca nell’ambito dei problemi inversi e mal posti.
La principale metodologia per affrontare tali problemi consiste nell'utilizzo delle tecniche
di regolarizzazione e, nel caso in esame, tali tecniche sono state discusse da pit autori. In
tale contesto I'aspetto piu difficile riguarda la scelta del valore del parametro di regola-
rizzazione a in corrispondenza del quale la soluzione regolarizzata f, fornisce una ap-
prossimazione ragionevole di f. A tal fine & necessario stimare sia gli errori introdotti
nell’approccio di regolarizzazione sia 'amplificazione degli errori dovuta al mal condizio-
namento del problema discreto.

Nel presente lavoro il concetto di regolarizzazione e esteso a quello di regolarizzazione
numerica. Con tale termine si vuole intendere un insieme di concetti generali, principi e
metodologie che permeano interamente I'approccio numerico alla regolarizzazione di un
problema inverso. La regolarizzazione numerica consente infatti di calcolare l'ap-
prossimazione di f in corrispondenza della quale l’errore globalmente introdotto dalle
approssimaziont numeriche risulti il minimo possibile.

Si introduce quindi un opportuno operatore di regolarizzazione numerica @,[F, f1,
ottenuto a partire dalle stime degli errori commessi durante il procedimento di risolu-
zione numerico-computazionale del problema, e si definisce la soluzione numerica re-
golarizzata come:

f

dove y,,; viene determinato dinamicamente dall’algoritmo numerico

= argmin, O,[F,f],

Yopt

2. — Una formula per I'inversione reale della trasformata di Laplace.

Il punto di partenza nella costruzione dell’operatore @, e I'espansione in termini di
autofunzioni della antitrasformata di Laplace, proposta in [4]. Sotto opportune ipotesi
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sulla trasformata F' e sull’antitrasformata f, vale la formula di inversione:

<F( ) )7 l//i(w7 )>
2 (w)

oo oo

o) - wa*(w, t)dw+J v (o.0do
0 0

@)

dove y* e J* sono autofunzioni e autovalori dell'operatore integrale di Laplace e

o0

(0 10) = [ g
0
denota il prodotto interno tra g e 4. Le autofunzioni w* sono definite come:

1 1
wh(w,t) = cos (p/2 — wlogt) — e w (wt)=sin(p/2 — wlogt)—
T T

Vit Vt
dove p = s,/Cw, cOn
S = J t12e tsin(wlogt)dt e ¢, = J t12¢7 cos (wlog t)dt
0 0

Infine per gli autovalori si ha () = +(n/ cosh (nw))l/ 2 Posto adesso

<F( . )7 Vli(w7 )>
A ()

2] 7]

£t = wa*(w, Hdew + J v (@, o
0 0

()

risulta f(¢) = lim f3(?). Anche Zse in teoria al crescere di o, f; dovrebbe essere un’ap-

prossimazione migliore di f la instabilita intrinseca nel calcolo numerico di f;, dovuta alla
presenza degli autovalori al denominatore (che crescono esponenzialmente), rende non
semplice la scelta del valore di @ che gioca allora il ruolo del parametro di regolarizza-
zione. Il valore ottimale di @, per il quale si ottiene la massima accuratezza su f5;, & sta-
bilito attraverso ’analisi numerica degli errori.

3. — Schema di approssimazione numerica e sorgenti di errore.

A partire dalla formula di inversione, una approssimazione numerica di f (f) puo essere
ottenuta attraverso il seguente schema:

passo 1: Fissato w > 0 st considera l'operatore di troncamento

To: F — f50)
passo 2: Assegnata una formula di quadratura numerica Q" relativa all’intervallo
[0, @] con b massima ampiezza del passo di discretizzazione, si considera l'operatore

di discretizzazione Dy o) Qh(fa)

e st pone

() = Q"(fi(1) = Du(To(F))
passo 3: Indicata con u la precisione macchina del sistema aritmetico F considerato, si

pone: o It ol B
Cu : 50 m{fe"O =10 A+nu) (5= costante)
con C, operatore di condizionamento che a f&}j’(t) associa il valore corrispondente in F
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Partendo da F', seguendo i passi 1-3, otteniamo f 2’,‘”(1&), approssimazione numerica di
f@.

Allo schema introdotto sono naturalmente associati degli errori: le differenze
TE:@®) =f®) — fo®), DE(t) = T5(F) — Di(T 5(F)) = folt) — fa®)
sono rispettivamente l’errore di troncamento e Uerrore di discretizzazione, mentre
CEo(t) = Di(T 5(F)) — CuDU(T o(F)) = foolt) — fi"(8)
e lerrore di condizionamento. Infine l’errore globale introdotto su f(f,“'u(t) e dato da
GEo(t) = f®) — f"(®) = TEa(t) + DE(®) + CE,(t)

Nellavoro di tesi sono forniti sia risultati teorici (a priori), basati sulle proprieta analitiche
di particolari famiglie di antitrasformate, sia risultati che permettono di ottenere stime
calcolabili, a partire dalle quantita effettivamente calcolate.

4. — Analisi dell’errore e regolarizzazione numerica.
La scelta del valore ottimale del parametro @ é basata sulla seguente:

DEFINIZIONE 1. — Denotato con

Pu[F.f1= |VIGEt)| ,, = sup VEF®) — £ @)

I’operatore di regolarizzazione numerica, la funzione
fn(t) = argming.g PolF.f]

e detta soluzione numerica regolarizzata e w,,; parametro di regolarizzazione nu-
merica ottimale.

Le espressioni dell’antitrasformata f e dell’'operatore di regolarizzazione numerica
@,[F,f] non sono note. Pertanto il valore di w,,; € stimato computazionalmente at-
traverso l'analisi dell’errore. Riportiamo qui uno dei principali risultati. Posto

+ 2 _ 2\ 2
@) = (FOOw @) ¢ N = ((C W), (20) )

2(w) A ()

simostra, a seconda delle caratteristiche diregolarita dell’antitrasformata, che sono tipici
per N(w) due comportamenti asintotici:

N) = 0w ™X) o N = 0O~

Fissate allora Cy, Cy > 0, poniamo

2a e~ se risulta N(w) < Cre=C
_ V7 Co
(1) TB(®) := 5 ¢ .
= oG se risulta N(w) < Cro G+

vz Co
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Si suppone di avere un dato con errore f’(s) F(s)1 4 d(s)) con |d(s)| < K. Poniamo
CB(w) = 77 1/2 w(@Q") Cr K €2  con v(Q") indice di condizionamento assoluto di Q" e

Cr = j |F(s)|(7zs) 1/2ds . Utilizzando le precedenti convenzioni si dimostra il seguente

msultato che fornisce una stima per I'errore globale:

TEOREMA 1. — Definita la funzione
¥Y(w) := TB(®) + CB(®)
per Lerrore globale si ha
IGE,t)| < t7V2{¥ (@) + Oy vt, @>0.

La stima fornita e in effetti una stima calcolabile dell’errore globale, in quanto i pa-
rametri Cy, Co, W(@"),Cr e K, che caratterizzano TB(®@), CB(®) e ¥(®), sono ottenuti
numericamente a partire da (pochi) valori calcolati per i coefficienti ¢*(w). Inoltre tale
stima e posta alla base per determinare la soluzione numerica regolarizzata. Infatti,
osservato che ¥(@) é funzione convessa di @, e posto

Wopt = OWQWL’L'%(,DQ Y(w) ,
risulta

O [F.f1 = |VIGE — (1), < V(@) + O .

Ovvero f~ puo essere considerata una approssimazione affidabile della soluzione nu-
merica regolarlzzata Jou- La parte conclusiva della tesi riguarda gli aspetti computa-
zionali legati alla determinazione numerica dei parametri presenti nelle stime calcolabili.
Qui sono infine eseguiti numerosi test volti a mostrare I'affidabilita dello schema nume-
rico proposto nel predire il comportamento dei risultati in funzione della propagazione
degli errori, ed in particolare nel fornire con la prefissata accuratezza i risultati.
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