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Soddisfacibilita costruttiva

FrANCESCO CIRAULO

1. — Introduzione.

Uno dei problemi classici della Logica Matematica & quello di decidere la sod-
disfacibilita di una data formula. Per avere un’idea dell'importanza di tale questione
basta ricordare che, nel caso della logica proposizionale classica, tale problema ri-
sulta NP-completo.

Nella presente tesi si intraprende uno studio della nozione di soddisfacibilita nel
caso della logica intuizionistica del primo ordine. La particolarita e originalita di tale
lavoro risiede sia nel fatto di considerare la logica intuizionistica invece di quella
classica, sia nell’adoperare soltanto metodi costruttivi, da cui il titolo della tesi. In
altre parole, la logica intuizionistica rappresenta sia 'oggetto che lo strumento di tale
indagine.

Di solito, una formula viene classificata come soddisfacibile se & possibile trovarne
un modello, cioe un’interpretazione che la renda vera. Nel caso della logica classica,
sia proposizionale che del primo ordine, il teorema di completezza di Godel, nel-
I'ambito di un metalinguaggio classico, ci assicura che le formule soddisfacibili sono
esattamente quelle non-contraddittorie, quelle, cioe, da cui non e possibile derivare il
falso. Un’analisi di tale equivalenza, mostra che per provare che ogni formula non-
contraddittoria ammette un modello occorre usare metodi non costruttivi come il
Lemma di Zorn.

Nel caso in cui si adotti un metalinguaggio intuizionistico e costruttivo, invece,
bisogna distinguere la nozione di soddisfacibilita da quella di non-contraddittorieta.
In particolare, quest’ultima nozione, avendo un carattere negativo, deve essere
rimpiazzata da un’altra, che nella tesi & chiamata “soddisfacibilita sintattica”, che,
comunque, risulta equivalente alla non-contraddittorieta nel caso si adotti un me-
talinguaggio classico.

Parallelamente, si puo notare che la nozione classica di soddisfacibilita, essendo
definita a partire dai modelli, risulta impossibile da gestire in maniera totalmente
costruttiva. Pertanto, nella tesi e stata introdotta anche una nozione di “soddi-
sfacibilita semantica”, anche questa equivalente alla solita da un punto di vista classico.

Con tali strumenti é stato possibile provare, usando metodi co-induttivi, 'equi-
valenza fra le due nozioni di soddisfacibilita, quella sintattica e quella semantica. Da
tale risultato, assumendo una fondazione classica, si ritrova il noto risultato di Godel
citato sopra.
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Come applicazione, é stato provato costruttivamente un risultato di completezza
nell’ambito delle logiche temporali intuizionistiche.

2. — Logica intuizionistica e topologia.

Uno stretto legame intercorre fra la topologia e la logica intuizionistica. In parti-
colare, si sa che la classe degli spazi topologici fornisce una semantica completa per la
logica intuizionistica del primo ordine. Quest’ultimo risultato puo essere provato in
maniera costruttiva (vedi [3]) a patto che si adotti la cosiddetta “topologia formale”.
Una topologia formale & una struttura (S, <, x ) dove S € un insieme (intuitivamente,
la base di uno spazio topologico) mentre < e x sono due relazioni fra elementi e sot-
toinsiemi di S soddisfacenti ben determinate condizioni (vedi, per esempio, [4]). Dati
a€SelU CS,a< U formalizza larelazione “I'aperto di base a € contenuto nell'unione
degli aperti di base di U”, mentre a x U rappresenta 'esistenza di un punto in @ i cui
intorni di base sono tutti elementi di U. La relazione < (nota in letteratura con il nome
di “copertura”) e ampiamente usata neivari approcci alla geometria senza punti (come,
ad esempio, la teoria dei “locale”). Al contrario, la relazione X, recentemente in-
trodotta da Sambin, trova nella presente tesi una delle sue prime applicazioni.

La versione costruttiva del teorema di completezza per la logica intuizionistica
rispetto alle topologie formali & ottenuta dotando I'insieme delle formule Frm di una
struttura di topologia formale (modello canonico; vedi [1]). E da notare che tale co-
struzione avviene combinando metodi induttivi (per <) e co-induttivi (per x ).

Tenendo presente che i punti della topologia canonica sono in corrispondenza con
gli Henkin sets (vedi [1]), cioe con i modelli, si puo intuire che la scrittura ¢ x Frm
rappresenta formalmente l'esistenza di un modello per la formula ¢. Questo ci ha
suggerito di dare la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1. — Una formula ¢ in un linguaggio al primo ordine si dice “se-
manticamente soddisfacibile” se la condizione

(1) ¢ x Frm

risulta vera (nella topologia canonica,).

Si puo dimostrare che la condizione 1 & equivalente all’esistenza di un’inter-
pretazione (cioe una topologia formale (S, <, x ) e una funzione di valutazione V) tale
che V(p)x S.

3. — Soddisfacibilita sintattica.

Come anticipato nell'introduzione, il passo successivo € stato quello di introdurre
una versione positiva del concetto di non-contraddittorieta. Date due liste finite di
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formule, diciamo I” e 4, abbiamo introdotto il simbolo I" V 4 per rappresentare la non-
contraddittorieta della teoria I U 4. Formalmente, la relazione I" V 4 ¢ definita come
la pit grande che soddisfa certe regole, quindi in maniera co-induttiva. Questa
situazione risulta perfettamente duale rispetto al caso della relazione di deducibilita
F che e solitamente definita in maniera induttiva tramite ben precise regole di de-
duzione (vedi, ad esempio, il calcolo dei sequenti di Gentzen presentato in [5]).

A scopo di esempio riportiamo una delle regole piu significative, quella che de-
finisce il comportamento di V rispetto al quantificatore esistenziale:

e pe) v I

ANV T (x non libera in I') .

Intuitivamente, tale regola afferma che a partire da un modello di I" ed Jx ¢(x) &
possibile costruire un modello per I” e per la formula aperta ¢(x) (a condizione che la
variabile x non appaia libera in I"). Da un punto di vista classico, questo equivale a
dire che I'F—3x p(x) implica I'F—p(x), cioé che I' - = p(x) implica I' - — Jx p(x); e
questo, a sua volta, usando le opportune equivalenze, non & altro che la regola di V-
introduzione.

A chiudere il cerchio ¢’¢ una regola che lega le due nozioni sintattiche: la relazione
di soddisfacibilita sintattica Vv e quella di deducibilita I:

rva Tto
oV A '

DEFINIZIONE 2. — Una formula ¢ ¢ sintatticamente soddisfacibile se ¢V ¢.

Come gia annunciato, siamo stati in grado di provare 'equivalenza fra le due
nozioni, semantica e sintattica, di soddisfacibilita.

TEOREMA 1. — Per ogni formula ¢, sono equivalenti:
1. ¢ ¢ semanticamente soddisfacibile;

2. ¢ e sintatticamente soddisfacibile.

DIMOSTRAZIONE. — Tramite 'uso sostanziale di metodi co-induttivi. O

4. — Un’applicazione alle logiche temporali.

Un’applicazione di tale analisi costruttiva del concetto di soddisfacibilita é stata la
possibilita di provare in maniera costruttiva un risultato di completezza per una
particolare logica temporale intuizionistica. In sostanza, la presenza della relazione
meta-linguistica V permette di descrivere in maniera naturale il legame fra le due
modalita di possibilita nel futuro <) e nel passato ¢ . Infatti, date due formule g e y, ci
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si convince facilmente che é naturale richiedere I'equivalenza:
OSoVy seesolose pVew.

Tale condizione risulta classicamente equivalente ad una data da Jonsson e Tarski in
[2] ed usata nella semantica per le logiche temporali basata sulle algebre bi-modali.
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