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L’evoluzione irreversibile di un sistema quantistico aperto, cioé interagente con
I'ambiente circostante, e descritta da un semigruppo dinamico quantistico, ovvero un
semigruppo (7)., di operatori completamente positivi sull’algebra B(h) di tutti gli
operatori limitati sullo spazio di Hilbert h del sistema stesso che conservano -
dentita dell’algebra (7 (1) = 1 per ogni t > 0).

Introdotti in letteratura fisica negli anni Settanta, dal punto di vista matematico, i
semigruppi dinamici quantistici agendo su un’algebra (non-commutativa) di opera-
tori invece che su un’algebra (commutativa) di funzioni sono semplicemente una
generalizzazione dei semigruppi markoviani classici. Per questa ragione li chiame-
remo semigruppi markoviani quantistici.

La proprieta pitt importante degli operatori 7, & la completa positivita ovvero la
positivita della loro estensione canonica 7; ® Id, all’algebra B(h) @ M,,(C) per ogni
n > 1(M,(C) sono le matrici complesse n x n). Grazie a questa il generatore £ di un
semigruppo Markoviano quantistico continuo (nel tempo) in norma si rappresenta
nella forma GKSL (Gorini,Kossakowski, Sudarshan, Lindblad)

, 1
(1) LX) = ilH,X] =5 Y (L Low - 2LjaLy + 2LiL)
l

dove H,L; € B(h), H=H*, [H,X]:= HX — XH e la serie Y L;L, & fortemente
convergente. ¢

La rappresentazione (1) si estende in modo naturale al caso di generatori £ il-
limitati. Gran parte della teoria relativa a questo strumento matematico innovativo &
descritta in [1], [2], [3] e riferimenti ivi contenuti.

Lo scopo della mia tesi e stato quello di studiare I'applicazione di questo nuovo
strumento a modelli concreti tratti dalla letteratura fisica. Mi sono occupata in
particolar modo del fenomeno di ottica non lineare costituito dalla generazione di
seconda armonica [4] e dello studio di un atomo a due livelli colpito da un fascio di luce
compressa (squeezed) [5], in entrambi i casi presenza di rumore.

Sono partita dall’equazione di evoluzione che descrive il fenomeno, detta
“Master Equation”, e ho dimostrato, prima di tutto, esistenza e unicita della
soluzione costruendo il semigruppo dimamico quantistico minimale associato a
certi operatori L;, e H (illimitati) dedotti dalla “Master Equation” stessa. Questo
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passo & basato sulla dimostrazione preliminare che un’opportuna estensione
1 . . .
dell’operatore G = — §ZLng — 1H genera un semigruppo fortemente continuo
¢

sullo spazio di Hilbert h del sistema.

La dimostrazione dell’'unicita della soluzione della “Master Equation”, invece, &
equivalente alla dimostrazione della Markovianita del semigruppo dinamico quan-
tistico minimale, ovvero alla dimostrazione del fatto che questo conserva I'identita e
dunque é un semigruppo markoviano quantistico.

Successivamente, per entrambi i fenomeni, dimostro 'esistenza di stati stazionari
normali. La congettura naturale, suggerita da considerazioni fisiche, & che questi
siano fedeli, ovvero con supporto uguale all'intero spazio h. Se cos fosse, per risultati
generali, sarebbero unici e inoltre i rispettivi sistemi, partendo da uno stato normale
qualunque evolverebbero, per tempi grandi verso i rispettivi stati invarianti.

La fedelta degli stati invarianti segue dalla banalita dei sottospazi invarianti per
gli operatori P; del semigruppo fortemente continuo generato da G che, se contenuti
nel dominio di G siano poi invarianti anche per gli operatori L,. Ho dimostrato, come
passo preliminare, con 'obiettivo di realizzare questo programma, la compattezza del
risolvente dell’'operatore G.

Nell’equazione di evoluzione per la generazione di seconda armonica lo spazio di
Hilbert considerato & h = ¢#(\N) ® /2(N) e loperatore G si costruisce a partire
dall’Hamiltoniana i{H = b(a{ — a1) + g(a) ®as — dfay) e dagli operatori L; = ay,
L3 = ag, dunque

G = L @rar+ a500) — b{af — ) — g(0} a2 — a3

conb € R, ove a] e aj sono operatori di creazione, mentre a; ed az sono operatori di
annichilazione definiti da

+ _ + j—
aye, =+a+1 €(ar1+1,02)> ayeq =Vaz +1 €(a1,a2+1)
A1€q = /01 €(g;—1,03)> U260 = /02 €(g;,0,-1)

CON €4, 4,) = €q; O € N2 base ortonormale canonica di h.

TEOREMA 1. — La chiusura dell'operatore G definito come sopra sulle combi-
naziont lineart finite di elementi della base ortonormale canonica genera un se-
migruppo fortemente continuo di contrazioni su h.

La dimostrazione di questo teorema & stata ottenuta con metodi perturbativi.
Infatti non e difficile verificare che 'operatore con b = 0lasciainvariantiisottospazidi
h generati dai vettori e, 4, con a; + 2a2 = n per ogni n > 0 fissato. Si prova quindi
che tuttiivettori di questo tipo sono vettori analitici per 'operatore Gy con b = 0 peril
quale quindi vale 1a conclusione del teorema. Si verifica infine che il termine b(oqr —a1)
e una perturbazione relativamente limitata di Gy con costante relativa minore di 1.
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Il passo seguente € la dimostrazione della markovianita (e quindi dell’unicita).
Trattandosi di un risultato di “non-esplosione” si utilizza un analogo operatoriale
delle funzioni di Liapounov partendo dalla diseguaglianza algebrica formale
L(C) < —¢1C + ¢z con C estensione autoaggiunta di afa; + ajas e ¢1,co costanti
positive.

TEOREMA 2. — Il semigruppo dinamico quantistico minimale associato agli
operatori G, Ly ed Ly ¢ Markoviano.

Successivamente, migliorando la diseguaglianza L(C) < —c¢1C + ¢z, con
L(C) < —c3N + cq4p con p proiezione di rango finito si ottiene il seguente.

TEOREMA 3. — Il semigruppo Markoviano quantistico costruito a partire dagli
operatori operatori G, Ly ed Ly ammette uno stato stazionario normale.

Per concludere naturalmente lo studio del modello per la generazione di seconda
armonica vorrei provare, infine che lo stato invariante € unico e che il sistema,
partendo da uno stato qualsiasi converge verso lo stato invariante. Con questo scopo
ho cercato di verificare che la banalita dei sottospazi invarianti menzionata qui sopra
ma, purtroppo, sono riuscita solo a fare un primo passo mostrando che 'operatore G
ha risolvente compatto. Per il momento, devo quindi limitarmi al seguente

TEOREMA 4. — Il semigruppo markoviano quantistico costruito a partirve dagli
operatori G, Ly ed Ly ammette uno stato stazionario unico se ammette uno stato
stazionario normale che sia anche fedele.

La dimostrazione si basa sul fatto che I'algebra dei punti fissi del semigruppo
markoviano quantistico che, per un risultato di Fagnola e Rebolledo, coincide con il
commutatante generalizzato di G, L1, L}, Lo, L3, € banale.

Per quanto riguarda invece lo studio di un atomo a due livelli colpito da un fascio di
luce squeezed, consideriamo lo spazio di Hilbert k = ¢2(\N) @ C* . L’operatore G

. . . . . 1 k
costruito a partire dall’Hamiltoniana iH = = (Ea*? — E*a®) + Ve (act —ato ) e

dagli operatori (ampliati naturalmente a k) 2
Ly =+/nka+/nyo" Lo =+/(1-nka Ly =+/(1-n)yo”

1 1 1
risulta essere G = — ik(ﬁa - §y0+o‘ - é(E'a+2 — E*a®) — n\/kyo"a con

L (01 (00
“=\o o) %2 =\1 0

e dove k, y ed # sono costanti reali positive ed £ € C ¢ il campo elettrico.
Anche in questo caso si dimostrano i seguenti
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TEOREMA 5. — La chiusura dell’'operatore G definito come sopra sul dominio
D =1lin{e,}, dove a = (a1,a2) con a; € N, az € {+,—} genera un semigruppo
fortemente continuo di contrazioni su k.

TEOREMA 6. — Il semigruppo markoviano quantistico associato agli operatori
G, L1, Ls ¢ markoviano.

Tenendo conto del fatto che la larghezza di banda del fascio di luce antisqueezed
deve essere necessariamente positiva, ho poi trovato I'esistenza di uno stato sta-
zionario normale nell'ipotesi |E| < k/2 attraverso il teorema seguente.

TEOREMA 7. — Se |E| < k/2, il semigruppo markoviano quantistico associato
agli operatori G, Ly, Ly ammette uno stato stazionario normale.

Ho inoltre dimostrato che, ipotizzando 'esistenza di uno stato invariante con
2|E| =k, ovvero per campi forti, si troverebbe che tr(p,a*a) divergerebbe all'infinito
al crescere del tempo ¢, situazione questa che sarebbe priva di senso fisico.

Per concludere dimostro i due teoremi seguenti.

k .
TEOREMA 8. — Se |E| < 5 loperatore G ha risolvente compatto.

TEOREMA 9. — Nell’ipotesi 2|E| < k, il semigruppo markoviano quantistico as-
sociato agli operatori G, Ly, Ls ed Ls di un atomo a due livelli ammette uno stato
stazionario. Se questo ¢ anche fedele allora ¢ unico ed ¢ l'unico stato limite del si-
stema.
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