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Orbifolds autoduali di Einstein positive con gruppo
di isometrie unidimensionale

Luca BISCONTI

In questa tesi costruiamo una nuova famiglia di orbifolds ©*(€) compatte, autoduali
di Einstein con curvatura scalare positiva s > 0 e con gruppo di isometrie unidimen-
sionale. In particolare proviamo che questi esempi, generati dall’azione di G := Sp(1) x
T3  Sp(8)suS?' c H®, sono differenti da quelli descritti da Boyer, Galicki e Piccinniin
[3] (indicheremo questi ultimi esempi con il simbolo O4(Q)). Per costruire la famiglia di
orbifolds ©*(©) utilizziamo il procedimento di riduzione quaternionale kihleriana sulla
Grassmanniana Gm(RS), per I'azione isometrica del gruppo T?é c T* c SO(8), definita
tramite Pazione di G suS3! ¢ N[g, essendo O € M3, 4(7) una matrice di pesi per I'azione.

11 punto di partenza ¢ la costruzione dovuta a Kobak e Swann, cfr. [4], dove tramite
Pazione di U(1) c U®B) c SOT) su Gry(R") si ottiene lorbifold quaternionale
kéhleriana 8-dimensionale 7Z3\Gs/SO(4). Azioni analoghe si hanno su qualsiasi
Grassmanniana Gry(R™™) 2~ SO(n + 1)/SO(n — 3) x SO(4) ed affinché tramite ri-
duzione quaternionale kihleriana si ottenga come quoziente un’orbifold ©* & ne-
cessario usare un toro 7"%. Dato che il toro massimale di SOz + 1) ha dimensione
[n +1 n+ 1]

T} , per avere un’azione con pesi del toro 7”4, deve valere che n — 4 < {T )

Allora abbiamo:

n < 8 (n pari) oppure n < 9 (n dispari),
e quindi le uniche possibilita sono:
(1) Gri(R%) = Groy(Ch),  Gry(RT),  Gry(R).

I primi due casi in (1) sono stati trattati rispettivamente in [2] e [3]. Nella tesi si
considera invece il caso della Grassmanniana Gr4(R®), 1 cui quozienti per 'azione di
tori T?é abbiamo denotato con O*(O).

L’azione del gruppo G sulla sfera S3' ¢ H® & definita tramite Sp(1) che agisce per
moltiplicazione a sinistra, mentre T?(:) C SO(8) agisce tramite le matrici:

A, s, 1) 0 0 0
0 AQ(t7SaT) Q Q
2 A(O) = = e T4,
@ © 0 0 As(t,s,r) 0
Q Q Q A4(t7877’)
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dove

cos(pyt + qus +1,1)  sin(pgt + qus + v
) A(tw):< (pat +q ) (pat +q )>

—$i( Pyl + qus + 1a7)  coS(Pat + qas + la7)

cont,s,r € [0,2n) e pg, qq, L, coefficienti di 6. Vale il seguente:

TEOREMA 1. — Sia © € Ms.4(7) tale che sia © minori 3 x 3 Ap, che gli interi
W21 = Mg & Ayoy & Aigs + Aogy siano non nulli. Allora il quoziente quaternio-
nale kihleriano dello spazio proiettivo quaternionale FIPT & un orbifold O*(O)

compatta autoduale di Einstein con s > 0 e gruppo di isometrie unidimensionale.

Di fatto, sia il fibrato 3—Sasakiano M"(®) che lo spazio dei twistors Z5(®) hanno
delle singolarita, ed esse passano al quoziente quaternionale kihleriano O4O) cfr. 1.
Sia p: 8 - g ® R? la mappa momento per I'azione di G su S®', e definiamo
N(O) := 1 ~1(0). Dallo studio di M(©) abbiamo:

TEOREMA 2. — I punti singolari delle orbifolds 3—Sasakiane M(O) provengono
dagli strati singolart S di N(O), ottenuti intersecando N(O) con i seguenti G—strati
S per H® (e quelli ottenuti scambiando (wh, |, wh,) con (wy, |, wh), a =1,2,3,4):

G) S 21 22 23 %5 %6 &1 %8
: / / / / / / / ’
wy o wh Wy Wy W5 Wy Wy Wy
21 2 23 2 25 2 2 2
@ SEa= (0
wy Wy Wy Wy Wy Wy Wy Wg

(i) g1 AN 23 %4 25 %6 ]
11 =
34 / / / / 1 1 /" /" ’
wy owy | wy owy | wi owi | wh wf

dove

0

, , . .
(Why_q,Wh,) = (= 220 + 12241 COS ¢, 2241 + 1224 COS @),

Sin @

ei()

(W, 1, Wh,) = ———( — 224 — 12241 COS 2241 — 1224 COS ().

" sin ®
Ogni strato S genera un punto singolare (§ NN (@)) /G € MU(O) la cui isotropia

dipende solo da uno dei minori *201 £

Nel seguente teorema indichiamo con Gil gruppo G x U(1), dove U(1) agisce per
moltiplicazione a destra sugli elementi di S3! H® e 25(0) = N(©) / G. Denotiamo
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conSeS gli strati dell’azione di G rispettivamente su H® e su N(©) c 118, e con S gli
strati dell’azione di G su H®. Dallo studio di Z%(®) abbiamo:

TEOREMA 3. — Sia Z5(0) lo spazio dei twistors di 04O). Allora il luogo singolare
2(0) di Z5(0) ¢ costituito al pi da:

(1) Una 2—sfera S?, la cui isotropia dipende solo da uno dei minori “*2[11=3,

(2) Undici 2—sfere S? tra loro disgiunte, la cui isotropia dipende dai minori
+ Aup,. Queste st ottengono come G- quozienti a partire dagli strati di 113 (e quelli
ottenuti scambiando (2o4_1,224) con (Wou_1,Wey), a = 1,2,3,4):

= - 21 2 23 2 25 2 0 0
@ 8}123 G 1 22 3 R4 5 %6 ’
0 0 0 0 0 0 Wy Wy

.. ~ 21 22 23 24 0 0 0 o0
0 0 0 0 W5 We Wy W8

Per ogni G—strato S¥ S abbiamo che S5 S AN (0) ¢ costituito da due componenti
connesse, mentre S “f N N(O) consta di una sola componente connessa. In entrambi
1 cast abbiamo che:

@) S:=@NN®O) e S£~3/G c 256).

() Tre luoghi discreti, ognuno costituito al pii da quattfro punti. Per ogni
luogo i rispettivi punti sono congiunti da una 2—sfera S? = S / G.
Se qualcuno dei minori A,z e/o 201E3 assume valore £1 allom 2(0) ¢ ottenuto

rimuovendo dalla lista gli strati relativi a tali isotropie.

Per dimostrare che le orbifolds ©*(0), di cui si & sopra delineata la costruzione
sono distinte dalle orbifolds (’)4(9), effettuiamo nella tesi uno studio delle singolarita
del fibrato 3-Sasakiano M7 (Q) e dello spazio dei twistor Z%(Q) delle orbifolds O*(Q),
che ricordiamo si ottengono per riduzione quaternionale kahleriana per 'azione di
H :=Sp(1) x T% su 8* c H", dove Q € My, 3(7), cfr. [3].

TEOREMA 4. — I punti singolari delle orbifolds 3—Sasakiane MY(Q) provengono
dagli strati singolari S di N(Q), ottenuti intersecando N(Q) con 1 seguentz H—- stmt@

S relativi ad T (e quelli ottenuti scambiando (Wey,Waqyi1) CON (wza,wzﬁl)
a=1,23):

(7,) §123 _ 0 z2 %3 %4 <5 <6 A
0 | we ws Wy Ws we wr) )’

_ 0 2o 23 24 25 26 27
(it) SP ={ - SO ~ = }
0 W2 W3 W4 Ws We W7
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_ 0 2o %3 24 25 26 27
i) S — { S I }
( ) 2 < 0 ‘ w2 W3 } Wy Ws { We W )

dove
ei(i
(W2a, W2ar1) := —— (— 22041 + 1224 COS @, 224 + 122441€0S P),
sin g
(4
= ~ eid
(WZ{U erHrl) = SN 0 ( — 22q+1 — 1224C0S @, Z2q — 12244+1C0S (0) .

L’isotropia associata a questi strati dipende solo dagli interi [1%3 := Mo+
A1z £ Az, essendo Aqp 1 minort di ordine 2 di Q.

TEOREMA 5. — 11 luogo singolare X(Q2) C Z5(Q) ¢ costituito da:

(1) una 2—sfera S% la cui isotropia dipende solo da uno dei [11%%,

(2) sei punti isolati provenienti dagli straty per lazione di H:= Sp(1) x
T?z x UQ1) su H" (e quelli ottenuti scambiondo (224,224:1) con (W, Wagi1),
a=1,23):

= ~ 0 22 23 %4 Rp 0 0
G S¥:=H. :
0 0 0 0 0 We W

Lintersezione S N N(Q) consta di due componenti connesse ognuna delle quali
coincide con uno strato S di N(Q). Ogni quoziente S/H, genera un punto di Z50Q) la
cut 1sotropia dipende da uno dei minori £ Ayp.

Dal confronto tra i precedenti Teoremi 2, 3, 4, 5 abbiamo infine:

TEOREMA 6. — Le due famiglie di orbifold O*(Q) e () sono distinte.
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