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1. — Introduzione.

I processi di diffusione multidimensionali sono soluzioni di equazioni differenziali
stocastiche alla Ito del tipo

(1) dXt = S(Xt)dt + O'(Xt)th, )(()7 t> 0,

dove {W;,t > 0} e un processo di Wiener standard d-dimensionale e X ¢ il valore
iniziale di X;, indipendente dal processo di Wiener. Le funzioni S(-): R? — R e
o(-): R? — R¥™? sono chiamate, rispettivamente, processo di drift e di diffusione.
I processi di diffusione sono oggi largamente utilizzati in molti settori applicativi
come la Biologia, le Scienze Biomediche, 'Economia, e in particolar modo la Finanza.
Cio rende lo studio di problemi statistici connessi di grande interesse ed attualita.
La necessita di analizzare il caso multidimensionale e legata alla necessita di de-
scrivere modelli di interazione tra diverse quantita di interesse applicativo; d’altro
canto I'analisi statistico-matematica di tali problemi e stata fin qui limitata dalle notevoli
difficolta che essa presenta rispetto al caso unidimensionale, gia ampiamente studiato.
11 problema affrontato e il seguente: avendo osservato una traiettoria del pro-
cesso durante un intervallo di tempo finito ma sufficientemente lungo [0, T'], se ne
vuole stimare il drift, assumendo di conoscere il coefficiente di diffusione.
Il resto della Nota e strutturato come segue: la Sezione 2 introduce le ipotesi sul
processo e gli stimatori proposti. Nella Sezione 3 si riportano i risultati principali
ottenuti nella tesi; essi riguardano il comportamento asintotico (in media quadratica
e quasi certo) dello stimatore per il drift. Viene prestata la dovuta attenzione alla
stima della velocita di convergenza del metodo rispetto alla durata della osserva-
zione, elemento di fondamentale importanza nella statistica. M

2. — Ipotesi e Metodo di Stima.

Si consideri un processo di diffusione X = {X;,¢ > 0} di dimensione d soluzione di
(1). Si suppone che il coefficiente di diffusione o( - Y2 sia la matrice identica I ; in ge-
nerale tale coefficiente é identificabile utilizzando la variazione quadratica del pro-

(*) Risultati pill dettagliati sono presentati nel lavoro [1]. Per una trattazione piti
completa si rimanda alla tesi.
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cesso. Inoltre, si suppone che S(-) appartenga alla classe di funzioni S tali che:

(Al) S e una funzione Lipschitziana;
(A2) esistono costanti My > 0 e r > 0 tali che

x r
(so) <~ 0<p <t Bz
dove (-, -) denota il prodotto scalare in RY;
(A3) sono verificate le condizioni del potenziale
0S;  OSy .
a—xk—a—xj, Vi, k=1,...,d.
L’ipotesi (A1) garantisce I'esistenza e 'unicita di una soluzione forte dell’equazione
(1) (si veda, per esempio, [4]). Sotto I'ipotesi (A2) e grazie a risultati recenti di Vere-
tennikov ([5]), il processo X & ergodico e ammette un’unica misura invariante; inoltre, e
un processo “mixing”, proprieta che garantisce la asintotica indipendenza delle variabili
del processo a tempi lontani tra loro. Si assume inoltre che il valore iniziale X, segua la
distribuzione invariante, assicurando cosi la forte stazionarieta del processo X.
Poiché il coefficiente di diffuzione 6> = I & non degenere, da (Al) segue che la
misura invariante ammette una densita f(-) rispetto alla misura di Lebesgue.
Inoltre, f(-) & 'unica soluzione limitata dell’equazione di Fokker-Planck, che sotto
lipotesi (A3) puo essere riscritta come

2) V(@) = 2S(x)f(x), xR,
, 9
dove V(@) = (fl,....f), f; :a—il,lz 1,...,d.

Il metodo seguito per la stima del coefficiente di deriva & basato proprio sul-
I'equazione (2), che suggerisce di utilizzare stimatori di f e Vf per costruire uno
stimatore per S.

Per quanto riguarda la densita invariante, si utilizza lo stimatore via kernel
classico definito da

T
__ |k
(3) fr(x) Th‘%J ( I )dt, x € R,
0

dove hy — 0%, per T — 4+ oo e K : RY — R & una densita di probabilita limitata tale
cheperj=1,...,d
(Kl) f K(ul, ce ,ud)ujdul A dud = O,
Rd
K2) | ||u|||wj|K(us, ... ug)duy ... dug < + oo.
RI

Sotto lipotesi (A2) la funzione di densita f ammette un gradiente Vf. Dalla
teoria delle distribuzioni (funzioni generalizzate), uno stimatore naturale per Vf &
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Ve = fip, - Jar) con

T
1 xr — Xt d .
(4) ﬂ,ﬂw)zmﬁljz{;( o )dt, teRY, i=1,....d,
Ty :
dove i — 0% per T' — + oo e K( - ) e un kernel che, oltre alle condizioni (K1) e (K2),
soddisfa
, 0K . . . .
(K3) K, = P esiste ed e ovunque continua peri =1,...,d;
i
K4 [ |Kiw)|du < +o00,1=1,...,d;
Rd

(K5) K(-) ha derivate parziali seconde limitate e continue.

Infine, per quanto riguarda lo stimatore del coefficiente di deriva, si osserva che f
puo assumere valori molto vicini a zero e quindi risolvere direttamente 'equazione
(2) per ottenere uno stimatore per S risulta essere un’operazione instabile. Per
questo motivo, seguendo tecniche standard di regolarizzazione, lo stimatore pro-
posto é il seguente:

(Vf)r(x)
©) 510 = 5@ +er

con ey — 07 per T — + oo. Le quantita ey e hy verranno specificate nella prossima
sezione e dipenderanno dal tipo di convergenza considerata.

xeRY,

3. — Risultati.

Si consideri fr con kernel K(-) soddisfacente (K1) e (K2) e hy =¢(InT/ T)l/ 4
(c>0)se d=2, e hp =cT V42 (¢>0) se d>2, e si consideri (Vf)r con
kernel K(-) tale che valgano (K1)-(K4) e k17 =c(In T/T)l/6 (c>0)sed=2, ¢
by =T~V (¢ > 0) se d > 2.

PROPOSIZIONE 1. — Sotto le ipotesi precedenti e per ep =T 12 se d=2, e
er = (TInT) 24P se d > 2

lim sup ®2(d)E[||S1(w) — S@)|%] < + oo,

T—+o0
dove dp(d) = (T/InT)'? se d =2, dp(d) =T se d>2, ¢ || & la norma
Euclidea in R°.

La proposizione precedente mostra che Sy converge a S in L? con velocita almeno
pari a ®p(d) . Si osservi che la velocita di convergenza dipende dalla dimensione e,
in particolare, diminuisce all’aumentare della stessa.

La dimostrazione della Proposizione 1 consiste nel mostrare dapprima la con-
vergenza difr e (Vf)r af e Vf, rispettivamente, e poi nell’estendere il risultato a Sy,
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mediante una opportuna scomposizione di (S7 — S). I risultati riguardanti fr e (Vf)p
si basano sul lavoro di Blanke e Bosq [3], dove vengono fornite velocita di conver-
genza per stimatori di tipo kernel per la densita.

Per quanto riguarda la convergenza quasi certa, si consideri fr con kernel K(-) a
supporto compatto e tale che valgano (K1)—~(K3) e hy = c((log 7)™/ T) Va2 s,
e si consideri (Vf)r, con kernel a supporto compatto soddisfacente (K1)—(K5) e con
har = c((log T)!*+1/%) T)l/ @2 ¢ 5 0). Sotto tali ipotesi, si & mostrata la convergenza
forte, puntuale ed uniforme (su tutto R?), di fr e (Vf)r. Questi risultati si basano sul
lavoro di Blanke [2]. Peril coefficiente di deriva, segue immediatamente che, perx € R?
fissato, S7(x) converge quasi certamente a S(x), poiché Sy & una funzione continua di f7,
(Vf)r e er. Per quanto riguarda la convergenza uniforme, puo essere ottenuta su in-
siemi compatti, ma in generale non sull’intero R?, dal momento che I'estremo inferiore
dif su R? & zero. D’altra parte, per ogni insieme compatto K C R?, glcrellf{ f@) > 0.

PROPOSIZIONE 2. — Sotto le ipotesi precedenti e per ep = T—1/(@+2

lim sup T sup ||Sr®) — S@)|| < + o0 q.c.
ek

T—+ o0 i

per ogni insieme compatto K C RY.

Nella tesi viene dimostrato anche un teorema del limite centrale uniforme, con la
relativa velocita di convergenza, per una versione discretizzata degli stimatori. I
metodi studiati sono poi applicati a dati simulati associati ad un processo di Ornstein-
Uhlenbeck bi-dimensionale, ottenendo dei primi risultati numerici incoraggianti.
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