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Problemi di riflessione-trasmissione in mezzi stratificati

ALESSIA BERTI

Nello studio di problemi di riflessione e trasmissione si considera la propagazione
di onde attraverso solidi stratificati, ossia solidi i cui parametri materiali sono co-
stanti lungo piani perpendicolari ad una direzione assegnata, ad esempio l'asse z. Si
suppone che il mezzo occupi uno strato di ampiezza finita tra due semispazi omo-
genei, oppure che occupi I'intero spazio R3. I parametri materiali sono continui lungo
la direzione di stratificazione o presentano al piti un numero finito di discontinuita di
tipo salto per simulare il contatto tra diversi mezzi materiali.

In questa tesi si considerano due casi:

e propagazione di onde meccaniche in solidi viscoelastici (o elastici);
e propagazione di onde elettromagnetiche in solidi lineari.

Si assume inoltre che il mezzo sia anisotropo, con memoria e che le onde siano di
tipo armonico nel tempo. Sotto queste ipotesi, in entrambi i contesti, le equazioni del
moto vengono ridotte ad un sistema di equazioni differenziali ordinarie del primo
ordine della forma

1) w'(2) = New(2)

dove N & una matrice 6 x 6 nel caso viscoelastico, 4 x 4 nel caso eletromagnetico, a
coefficienti complessi che dipende dai parametri materiali; w & un vettore propor-
zionale al vettore spostamento-trazione (in viscoelasticita) o al campo elettroma-
gnetico (in elettromagnetismo).

Nei problemi di riflessione e trasmissione, viene assegnata un’onda che proviene
dall’infinito (ad esempio z — + oo) e che, attraversando il mezzo, produce un’onda
riflessa (rilevabile per z — + oco) e un’onda trasmessa (rilevabile per z — — o).
Risolvere tale problema significa determinare un’unica soluzione di (1) tale che

w — w +w 72— 400
w! 2 — —00

dove w' & il campo incidente (noto) e w”, w' sono i campi riflessi e trasmessi (inco-
gniti). Inoltre, w deve essere continua su R e i campi w", w' devono risultare di tipo
“uscente” dal mezzo, cioé w” deve essere un’onda che si propaga verso l'alto e w'
un’onda che si propaga verso il basso.

Seguendo le tecniche sviluppate per 'equazione di Schrédinger uno-dimensionale
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([4]), si introducono due basi w7, ..., w3, ., vy, ..., ¥, (m =3 nel caso viscoelastico,
m = 2 nel caso elettromagnetico) che hanno un particolare comportamento asinto-
tico rispettivamente per z — + co e z — — oo. Pill precisamente,

—v

—-,V+ f— —
(2) '//1-:9 Mi® —>p;, Y e ke — Py,

essendo iv,f, p,f autovalori e autovettori di N* = lirin N(z). Si assume che N* siano
. . o1 Z—T00
diagonalizzabili e che

400 0
J ING) — N*||dz < +o0, J ING) — N~ [|dz < +o.
0 —00

Inoltre, yi,...,¥3,,, W1, .., W3, sono le uniche soluzioni di (1) con comportamento
asintotico (2) se e soltanto se la condizione

(3) Imy{ =..=1Imvy,, Imv; =...=1Imyy,

& soddisfatta.

Nel caso di uno strato tra due semispazi omogenei, yj: = wj¢”s* nelle regioni
omogenee.

Per poter distinguere tra onde che si propagano verso il basso e verso l'alto, si
introduce il flusso di energia (vettore di Poyinting) e la sua componente F,, lungo
l'asse z.

DEFINIZIONE 1. — Un’onda w si propaga verso Ualto [verso il basso] attraverso
un piano 2 = ¢ =costante se

Fuwlc) >0, [Fuw(c) < 0]

DEFINIZIONE 2. — Un’onda w si propaga asintoticamente verso l'alto [verso il
basso] per z — + oo se esiste Z > 0 tale che

Fu(z) >0, [Fuw(z) < 0] Ve > Z.

Si pud dare un’analoga definizione per z — —oco. Il flusso di energia F,, &
rappresentato da una forma quadratica hermitiana associata a due matrici &
per z— +oo e @ per z— —oo, definite tramite le soluzioni i, .., y3,.
Rappresentiamo @+ in blocchi di matrici m x m,

N
o b
e assumiamo che @] e & siano definite positive e negative rispettivamente.

Questa ipotesi garantisce la suddivisione di m onde che si propagano verso I'alto
e m verso il basso sia per z — + oo sia per z — — co. Inoltre, ogni combinazione
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lineare di wi,...w;, (v, 11>+ Wa,) Tisulta un’onda che si propaga verso lalto
(verso il basso) per z — + co. Analoghe considerazioni valgono per i, ..., ys,,.

Pertanto, le equazioni che regolano il problema di riflessione e trasmissione per
onde incidenti inviate dall’alto e dal basso sono date rispettivamente da

m m
4) '//ftwrn + ZR;er'/lIJcr = Z TI;ICWI;er? h=1,..m
k=1 k=1
m m
(5) Vi +ZR}Zle;+m :ZTlerk'//I-c’_ h=1,..,m
k=1 k=1

dove R*, T* sono le matrici di riflessione e trasmissione. La matrice

_ T+ R+
(1 %)
& detta matrice di scattering e generalizza la matrice di scattering 2 x 2 ottenuta per

I'equazione di Schrodinger ([4]).
I risultati principali della tesi sono i seguenti.

TEOREMA 1. — Supponiamo che valga una delle due condizioni

(a) il mezzo occupa uno strato di ampiezza finita tra due semispazi omogenei;
(b) il mezzo e non omogeneo senza Mmemoria, occupa 'intero spazio e le onde
s0M0 omogenee.

Allora, se &7 e @ sono definite positive e negative rispettivamente, dati i campi
mcidenty c//,j o Wi esistono uniche onde riflesse e trasmesse che risolvono (4)-(5).

TEOREMA 2. — Supponiamo che il mezzo occupi Uintero spazio R® e che valga la
condizione

+_ + - -
Imvi =...=1Imv,, Imv,, ;=..=1Imv,

Se &5 ¢ & sono definite positive e negative rispettivamente, dato un campo inci-
dente w' esistono uniche matrici di riflessione e trasmaissione.

Per le dimostrzioni sono state utilizzate le proprieta del flusso di energia e la
positiva (negativa) definitezza delle matrici dif[, dif (erf. [1]-[3]). Nel caso di uno
strato esistono uniche le onde riflesse e trasmesse, mentre quando il solido occupa
I'intero spazio si ha solo ’esistenza ma non 'unicita. Questo e dovuto al fatto che in
generale y, ...,y e yy,...,w,, sono definite a meno di un termine vje”"%, con

+ —
k z—too

Infine sono state analizzate le proprieta delle matrici di riflessione e trasmissione
generalizzando i risultati ottenuti in ([4]) per la matrice di scattering 2 x 2. Piu
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precisamente nel caso di mezzo elastico e incidenza normale, R, T* sono state
scritte in termini delle soluzioni w5, ..., w3, e dei parametri materiali ed é stato
provato il seguente risultato ([2]).

TEOREMA 3. — Siano

+ et
#t = detR®,  t* = det T, D:(i ’t")

La matrice D soddisfa le seguenti proprieta

Lttt #£0

2.t =t

3. D ¢ unitaria

4. )t =t <1, rf|=]r| <L
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