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Su alcune equazioni ellittiche e paraboliche di ordine superiore
con condizioni al contorno di Steklov

ELvVISE BERCHIO

1. — Introduzione.

In questa tesi abbiamo principalmente considerato equazioni ellittiche del quarto
ordine del tipo:

(1) Au =f(x,u) in Q,

dove Q C R"(n > 2) & un dominio liscio e limitato, f & una funzione che soddisfa
opportune ipotesi e A2 := —A( — 4) & loperatore biarmonico. In R?, se Q & 1a forma di
una piastra e f = f(x) la forza deformante la piastra, allora la soluzione u di (1)
rappresenta la deformazione subita dalla piastra. D’altra parte, (1) é la versione nel
quarto ordine della corrispondente, e piti nota, equazione del secondo ordine in cui, al
posto dell’operatore biarmonico, compare l'operatore laplaciano. Tuttavia, come la
tesi evidenzia ampiamente, i problemi associati a (1) non risultano essere semplici
generalizzazioni di problemi noti. Infatti essi non solo richiedono, in molti casi,
I'applicazione di idee del tutto nuove ma, talvolta, presentano comportamenti sor-
prendenti se confrontati con quelli noti nel secondo ordine.

Un aspetto centrale nello studio dell’equazione (1) riguarda la scelta delle con-
dizioni al contorno. Queste ultime, non solo sono strettamente connesse al modello
fisico considerato, ma cambiano significativamente la natura del problema. Nella tesi
si sono effettuate diverse scelte di condizioni al contorno, tutte dettate da specifiche
motivazioni quali, ad esempio, le tecniche applicabili nelle dimostrazioni oppure
semplicemente perche associate, in maniera naturale, ad un particolare problema
variazionale. Qui di seguito ne presentiamo nel dettaglio una.

Per quanto riguarda le ipotesi sulla nonlinearita f, anche in questo caso, nel la-
voro, si sono sperimentate diverse possibilita tra le quali spiceano, per difficolta ed
interesse, i problemi aventi nonlinearita a crescita critica (nel senso delle immersioni
di Sobolev). In questa nota ne forniamo un esempio soffermandoci su una particolare
equazione modello.

2. — Condizioni al contorno di tipo Steklov

Quando si studiano equazioni quali la (1), ci si trova di fronte alla mancanza di un
principio del massimo generale o “positivity preserving property”. Infatti, se Q € un
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dominio generale, non e chiaro quando valga 'implicazione:
(2) f@)>0inQ — u>0in Q.

Nel lavoro abbiamo esaminato il legame tra le condizioni al contorno e la validita
dell'implicazione (2). A questo proposito, risultano essere particolarmente inte-
ressanti le seguenti condizioni, dette di Steklov:

3) u=du—du,=0 su 09,

dove d € R ed u, indica la derivata normale esterna alla frontiera di Q. Le (3) sono, in
un certo senso, intermedie tra le condizioni di Dirichlet (che corrispondono a
d = —o0) e quelle di Navier (per d = 0). A quanto ci risulta, esse non sono state fi-
n’ora studiate in modo approfondito: esistono solo un paio lavori, risalenti agli inizi
degli anni settanta, e solo nel caso 2 dimensionale (si veda [1]). D’altra parte, le (3)
hanno anche un’interessante interpretazione nella teoria dell’elasticita: la costante d
dipende, attraverso la cosi detta costante di Poisson, dalla curvatura principale della
frontiera di Q e dal materiale di cui la piastra e costituito (si veda [4]).

Procedendo in maniera pitl rigorosa, precisiamo che, data f = f(x) € L*(Q), per
soluzione dell’equazione (1) con le condizioni (3) intendiamo una soluzione in senso
debole, ovvero una funzione u € H% N Hy1(<Q) tale che

JAuAv —d J Uy 0y = Jﬁ) per ogni v € H> N H(Q) .
) 80 )

Definiamo inoltre H(Q) := [H? N Hy(Q)]\ HA(Q)

j | uf?

(4) o= inf —2—
ueH(Q) J ‘uv|2
09

Senza entrare nel dettaglio, osserviamo che la (4) e la caratterizzazione varia-
zionale del primo autovalore al contorno di Steklov. In particolare, il Teorema che
segue afferma che tale autovalore & semplice e la prima autofunzione & positiva in Q.

TEOREMA 1 [1]. — Sia Q C R" (n > 2) un dominio liscio, limitato e connesso.
Allora

(1) Uestremo inferiore in (4) ¢ raggiunto e, modulo una costante molti-
ou

En < 0su

plicativa, il minimizzante u e unico, strettamente positivo in Q, soddisfa
0 e risolve il problema (1)-3) cond =ocef = 0.

(1) se0<d<agef>0( #£0)in Q la soluzione u del problema (1)-(3) sod-
disfa u > 01in Q eu, < 0 su 9L
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Osserviamo che nella (77) il limite superiore € ottimale. Infatti, quando d = ¢, il
problema (1)-(3) perde esistenza o unicita al variare di f. Al contrario, perlomeno nel
caso 1-dimensionale, la (i7) continua a valere anche per d < 0 (si veda [1]). La di-
mostrazione di questo risultato é costruita appositamente per il caso 1-dimensionale
e non puo essere estesa a dimensioni maggiori. Nel caso generale, invece, la tesi &
stata provata applicando metodi di tipo variazionale.

Quando Q = B, la palla unitaria in R", abbiamo mostrato che ¢ = n e abbiamo
inoltre determinato la forma esplicita della prima autofunzione:

TEOREMA 2 [1]. — Sta B c R" (n > 2) la palla unitaria, allora

J|Au|2 >n J |t 2 per ogni u € H N H(B).

B 9B
Inoltre, la costante n ¢ ottimale e uguaglianza vale se e solo se u(x) = a(1 — |ac|2) per
qualche a € R.

3. — Nonlinearita a crescita critica.

Presentiamo ora una possibile scelta di f in (1). Precisamente, dato 2 c R"
(n > 5) un dominio liscio e limitato, consideriamo la seguente equazione modello a
crescita critica:
(5) Fu=u*"1 u>0 inQ
_ 2n
T n—4
E ben noto, dai risulati relativi al secondo ordine, che le equazioni nonlineari aventi
termini a crescita critica presentano fenomeni estremamente interessanti riguardo
I'esistenza/nonesistenza di soluzioni positive, si veda il celebre articolo di Brezis-
Nirenberg [3]. Passando al quarto ordine questo problema risulta essere addirittura
pit complesso. Ad esempio, se 2 & un dominio strettamente stellato, € noto che (5) non
ammette soluzioni positive, ne nel caso di econdizioni al contorno di Dirichlet, ne nel
caso Navier (si veda [2] per le referenze). E quindi del tutto naturale chiedersi se i
risultati di nonesistenza dipendano effettivamente dalla geometria del dominio con-
siderato. La risposta e positiva. In letteratura si sono infatti ottenuti risultati di esi-
stenza considerando, ad esempio, domini con topologie non banali oppure particolari
domini contraibili (non stellati). Una seconda domanda naturale e la seguente: i risulati
di nonesistenza dipendono dalla particolare nonlinearita (potenza) considerata?
Anche a questa domanda si puo dare una risposta affermativa facendo riferimento alla
letteratura nota. Infatti esistono diversilavoriin cui si e ottenuta esistenza, sia nel caso
Dirichlet che Navier, perturbando la nonlinearita con termini sottocritici (si veda [2]
per le referenze). Nella tesi si & invece cercato di rispondere ad un terza domanda
altrettanto naturale: i risultati di nonesistenza dipendono dalle condizioni al contorno?

2*

e esponente critico di Sobolev.
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In particolare, si e studiata 'equazione (5) con le condizioni (3). L’idea & quella di
perturbare le condizioni al contorno, invece della geometria del dominio o della non-
linearita. In effetti, il risultato che segue non richiede alcuna ipotesi sulla geometria
del dominio e la nonlinearita é di tipo pura potenza.

TEOREMA 3 [2]. — Sia 2 C R" (n > 5) un dominio liscio e limitato e o sia definita
come n (4). Allora,

(1) sed > g, il problema (5)-(3) non ammette soluzioni positive.
(17) esiste a* < o tale che se o* < d < g, il problema (5)-(3) ammette una so-
luzione di energia minima ug; queste soluzioni soddisfano

ug — 0 in HAQ)NLXQ) e U
| duq]|s

—u in H¥(Q) per d— o,
dove w e l'autofunzione corrispondente a o tale che | du||, = 1.

Nel caso in cui 2 = B, la palla unitaria in R”, il Teorema puo essere formulato in
modo pil “preciso”. Per n > 5 definiamo

n n i 2n 15
n— (n — 4)(n? —4)1;2) (nF(2)> ( F("4))) sen=50rn=6

e\ T ) \ (5

O, =
4(n — 3)

>
P sen>"1T

(05 ~ 4.5 e 06 ~ 5.2) ed enunciamo

TEOREMA 4 [2]. — Sia Q = B (la palla unitaria). Allora

(@) per d <4, il problema (5)-(3) non ammette soluzioni positive;
(11) per ogni d € (o, n),_(5)—(3) ammette una soluzione radiale. Inoltre la so-
luzione é superarmonica in B.
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