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FRANCESCO BELARDO

1. — Introduzione.

La Teoria Spettrale dei Grafi si occupa di dedurre la struttura combinatorica di un
grafo dal suo spettro (cioe dall'insieme di autovalori di una matrice ad esso associata).
La teoria delle matrici e 'algebra lineare sono, quindi, gli strumenti per analizzare la
matrice di adiacenza (laplaciana, oppure altre) di un grafo. Lo studio dello spettro di
un grafo, quando si esamina la sua matrice di adiacenza, & affrontato in numerosi
lavori scientifici. La Tesi si inserisce in questo filone. Recentemente, sotto la spinta
delle applicazioni, una grande diffusione sta avendo anche lo studio dello spettro di
altre matrici associate ad un grafo. Possiamo far risalire la nascita della Teoria
Spettrale dei Grafi al 1931, quando E. Hiickel introduce (in chimica quantistica) un
modello in cui le molecole di idrocarburi non saturi sono rappresentate da grafii cui
autovalori esprimono il livello di energia di alcuni elettroni (detti n-elettroni), mentre
gli autovettori descrivono la densita di distribuzione degli elettroni negli atomi di
carbonio della molecola. La tesi rappresenta una indagine sul massimo autovalore,
noto anche come indice, di grafi (semplici e connessi) appartenenti a fissate classi.

La conoscenza di grafi che hanno massimo o minimo indice in alcune classi di grafi
& di molto interesse in chimica; per esempio molti idrocarburi possono essere rap-
presentati come grafi planari di massimo grado 3, e la loro stabilita e legata allo
spettro ed in particolare all'indice. Una membrana (con contorni fissati) puo essere
rappresentata da un grafo reticolare (lattice graph) i cui autovalori determinano le
oscillazioni armoniche della membrana stessa e I'indice corrisponde alle oscillazioni
di minore energia. Nella teoria degli orbitali molecolari di Hiickel, gli autovalori del
grafo G determinano i livelli di energia (quantistica) per le molecole ed anche in
questo caso I'indice di G corrisponde allo stato di minima energia. Diverse proprieta
fisiche e chimiche degli idrocarburi saturi (ad esempio la viscosita, la tensione su-
perficiale, il punto di ebollizione, la densita, etc.) dipendono dalla “vastita della ra-
mificazione” (extent of branching) di G, che a sua volta é legata all’indice.

Nella Tesi vengono affrontati i seguenti due problemi:

1) Determinare i grafi con indice massimo o minimo di una data classe;
2) Ordinare i grafi di una data classe rispetto all'indice.
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I due problemi vengono affrontati con tecniche simili. Tali tecniche sono proprie
della Teoria delle Perturbazioni (parte molto sviluppata della Teoria Spettrale dei
Grafi), che studia come 'indice di un grafo varia in conseguenza di una perturbazione
apportata alla sua struttura.

La Tesi si conclude con un capitolo dedicato ad aleuni problemi aperti che nascono
dai risultati originali ottenuti durante il Corso di Dottorato ed esposti nei precedenti
capitoli.

2. — Risultati principali.

Le notazioni utilizzate sono quelle di [5].

Uno dei problemi classici di Teoria Spettrale dei Grafi, aperto da oltre 40 anni,
riguarda la determinazione dei grafi massimali nella classe H(n,m) i cui elementi
sono i grafi connessi di ordine » (numero di vertici) e dimensione m (numero di
spigoli). Un primo risultato e stato quello di identificare i grafi candidati ad essere
magsimali, cioé grafi con indice massimo in H(n, m).

TEOREMA 1. — Sia G un grafo di H(n,m) con indice massimo. Allora G non
contiene, come sottograjfo indotto, alcuno dei sequenti grafi: 2Ky, Py e Cy.

Come conseguenza del Teorema 1 i grafi massimali hanno una struttura molto
particolare che prende il nome di Nested Split Graph (NSG). Nella Tesi vieni data
una rappresentazione compatta ad albero e vengono determinate le condizioni af-
finché rilocazioni di spigoli conducano da un NSG ad un altro.

Consideriamo adesso la classe degli alberi di fissati ordine # e diametro d, de-
notata con 7, 4. Dicesi caterptillar (milleptedr) un albero in cui la rimozione di tutti i
vertici di grado uno determina un path. Sia T'(myg, my, . . ., mg) un caterpillar ottenuto
da un path di lunghezza d attaceando al suo i-esimo vertice m; spigoli pendenti. Si
noti che T = T(mgy, m1, ..., mg_1, mg) € di diametro d se e solo se my = mg = 0.

TEOREMA 2. — Sia T € T n,q un albero con indice massimo e Mg =n— d—1,
allora

T:T(O,...,O,mL%J,O,...,O).

Un problema pill complesso nasce se consideriamo i caterpillar con fissata se-
quenza dei gradi (dei vertici). Si denoti con 7 (my, ..., mg_1) 'insieme dei caterpillar
che differiscono da 7'(0,m, . .. ,m4_1,0) per una permutazione dei parametri m;.

TEOREMA 3. — Se Ty € T(mq, Mo, ..., mg_1) € un albero con massimo indice,
allora Ty e il caterpillar © cui parametri m; decrescono alternandost dal vertice
centrale || del path, come in Fig. 1.
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Fig. 1. — Tl caterpillar con indice massimo in 7°(3,3,3,2,2,2,1,1,1,0,0).

Analoghi risultati valgono per grafi unciclici di fissati ordine » e circonferenza g.

Successivamente si e affrontato il problema di determinare i grafi di 7, 4 aventi
minimo indice. Il problema si ¢ rivelato molto arduo ed il caso generale non é stato
risolto. Tuttavia si sono risolti i casi d = 3 e d = 4. Indichiamo con DS(p, ¢) il grafo
costituito da uno spigolo uw avente p (q) vertici pendenti attacecati in u (risp. v).

Fig. 2. — La doppia stella DS(p, ¢).

TEOREMA 4. — Se T, ¢ un albero avente minimo indice in T , 3 allora

e

Per il caso d =4 & necessario fare una piccola premessa. Per ogni k > 0, sia
a; = k* + k + 1 e si considerino in N gli intervalli I;, = [ay, aj.1];. Allora ogni intero
positivo n appartiene ad almeno uno di tali intervalli: [1, 3]y, [3, 7]y, [7, 13]e, [13, 2115,
[21,31]4, ey [CL]C, ak+1]k, .

TEOREMA 5. — Stan € I, Ty, € 7,4 un albero minimale, c il suo vertice cen-
trale e W linsieme det vertici adiacenti a c. Allora deg(c)=k+1 e
| deg (w;) — deg (wy)| < 1, per ogni w;,w; € W.

Sinoti che per ognin # ay, si ottiene un solo grafo con indice minimo, mentre per
n = ay, si costruiscono due grafi minimali non isomorfi, poiché deg (¢) puo assumere i
due valori ke k + 1.

Fig. 3. — I grafi minimali in 73 4.
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I grafi con indice nell'intervallo (2, v/2 + v/5) sono stati completamente determi-
nati da diversi anni. Questo risultato costituisce un interessante obiettivo raggiunto in
Teoria Spettrale dei Grafi, anche perché esso ha rilevanti applicazioni in Chimica. I
risultati riportati nella Tesi riguardano I'ordinamento secondo I'indice di tali grafi. La
quasi totalita di questi grafi puo essere rappresentata da path di lunghezza d aventi
due vertici pendenti ai vertici ¢ e j. Questi grafi vengono denotati con M; ;.

0 1 i—1 i j—1 4 d

Fig. 4. — Il grafo M; ;.

r—2, sed=4rod=4r+1;
r—1, sed=4r+2o0d=4r+3.

Allora i grafi della classe con indice (prossimo a 2) nell’intervallo (2,v/2 + NG )
sono ordinati come segue:

pMog-2) < p(My4-2) < p(Mzq_2)
<pMog-3) < -+ < pMpg-1) < p(Moag—n-1(= M jaazy ).

TEOREMA 6. — Sia h = {

Nella Tesi e stato studiato anche 'ordinamento di grafi della stessa classe con indice
prossimo a /2 + /5, e l'ordinamento degli alberi della classe 7 n,n—3 con indice

nellintervallo (v2 + V5, v2V1 + V2).
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